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 چکیده

در اين مقاله سعی بر آن است که با استفاده از تئوری کوپل  تلنش   

نلانو صلف ه    و ارتعاشات کمانش ،اصلاح شده، مشخصه های خمش

مطالعه شود. برای با شرايط تکیه گاهی ساده   مستطیلی ام nمرتبه 

در نظر گرفتن آثار مقیاس کوچک از تئوری کوپ  تنش اصلاح شده 

اسلتفاده شلده اسلت. در    تنها دارای يک پلارامتر مقیلاس للو     که 

ژی کرنشی تابعی از مولفه  چگالی انر تئوری کوپ  تنش اصلاح شده،

و قسلمت متقلارن    تانسور ان ناء، تانسلور تلنش   های تانسور کرنش،

بعللد از بلله دسللت آوردن انللر ی  باشللد. تانسللور تللنش کوپلل  مللی

کرنشی،کار خارجی و معادله کمانش و قرار دادن آنها در معادله اص  

 ملی  معادلات اصلی و کمکی نانو صلف ه بله دسلت آورده    ن،وهمیلت

سپس با جايگذاری شرايط مرزی و نیرويی در معادلات حلاک    شود.

 ام nمرتبلله نللانو صللف ه  و ارتعاشللات خمش،کمللانشبلله بررسللی 

 پلردازي . با تکیه گاه سلاده در اللرام ملی    hمستطیلی به ضخامت 

  باشد. روش ح  نیز روش ناوير می

 واژه های کلیدی

روش حل   ، ام  nمرتبه صف ه  ونانتئوری تنش کوپ  اصلاح شده ، 

 ناوير

 
 مقدمه

روش آزمايش در  ترينبرای مطالعه مواد در مقیاس کوچک مطمئن

باشد. در اين روش نانوساختار در ابعاد مقیاس اتمی و مولکولی می

گیرد. در اين روش برای تعیین خواص واقعی مورد مطالعه قرار می

برای  (AFM)مکانیکی نانوساختارها از میکروسکوپ نیروی اتمی

گیری اعما  بارهای مکانیکی مختلف بر روی نانوصف ات و اندازه

کنند. مشکلات اساسی در اين روش دشواری فاده میپاسخ است

کنتر  بر شرايط آزمايش در اين مقیاس و نیز هزينه های اقتصادی 

باشد. از اين رو از اين روش تنها بر بودن روش میسنگین و نیز زمان

-های ساده و ک  هزينه ديگر استفاده میبرای اعتبارسنجی روش

 شود.

ی در مطالعله سلاختارها در   سازی اتملی راه حل  ديگلر   شبیه 

ها بلا در  ها و مولکو باشد. در اين روش رفتار ات مقیاس کوچک می

نظر گرفتن اثر بین مولکولی و بین اتمی بر حرکت آنها که در نهايت 

گیلرد.  تغییر فرم ک  جس  را شام  میشود، مورد بررسلی قلرار ملی   

بلزر   استفاده از اين روش هنگامی که مسلئله دارای تغییلر شلک     

تلر از يلک يلا چنلد اتل  باشلد، هزينله        باشد و يا مقیاس بلزر  می

م اسباتی بسیار زيادی داشته و مقرون به صرفه نیست. بنلابراين، از  

 شود. اين روش تنها برای مسائ  با تغییر شک  کوچک استفاده می

های فوق برای شده در روشهای مطرحبا توجه به م دوديت

م ققین به دنبا  راهکارهای ساده تر در مطالعه نانوساختارها،  

ساختارهای در مقیاس سازی اند. مد بررسی نانوساختارها بوده

کوچک، با استفاده از مکانیک م یط پیوسته راه ح  ديگری در 

ی وابسته به های م یط پیوستهتئوریباشد. مطالعه اين مواد می

اند از جمله: ظر گرفتهاندازه متنوعی وجود دارند که آثار اندازه را در ن

تئوری میکرومورفیک، تئوری میکروساختار، تئوری میکروپولار، 

تئوری کوسرات، تئوری غیرموضعی، تئوری کوپ  تنش اصلاح 

ی شده،تئوری الاستیسیته گراديان کرنشی که اينها گسترش يافته

های میدانی کلاسیک هستند که در آنها آثار اندازه گنجانده تئوری

 شده است.

 تئوری کوپل تنش اصلاح شده:

با اصلاح کردن تئوری کوپل    1001در سا   ]2[ يانگ وهمکارانش

ارائله شلد،يک   ] 1[ میندلین و تیرسلتن  ،]1[ تنش که توسط توپین

مد  کوپ  تنش اصلاح شده که تنها دارای يک پارامتر مقیاس لو  

در  برای تصوير کردن اثلر انلدازه میباشلد را پیشلنهاد کردنلد،      ماده

حالیکه تئوری کوپ  تنش کلاسیک دارای دو پارامتر مقیلاس للو    
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چگالی انر ی کرنشلی   در تئوری کوپ  تنش اصلاح شده، ماده است.

و  Vدر مختصات قائ  سه بعدی برای جسمی که م دود بله حجل    

 :] 4[ شودباشد به صورت زير بیان میمی Ωسطح 

     
 

 
∫  

 
(             )                (2)  

 که در آن:   

 

    
 

 
            

(1)  

    
 

 
(         ) 

(1)  

و تانسللور 2بلله ترتیللم قسللمت متقللارن تانسللور ان نللا        و    

و بللردار  1جابلله جللايی بلله ترتیللم بللردار       و  هسللتند.1کللرنش

 تعريف شده اند. 4چرخشی

  
 

 
        

(4)  

σ
  

به ترتیم تانسور تنش و قسمت ان رافی تانسلور کوپل        و 

   :می شوندهستند که به صورت زير تعريف  5تنش

                      (5)  

                   (6)  

 

 و  که در آن
پارامتر مقیلاس     دلتای کرونکر و    ، ثوابت لامه

 و    ( میتوان دريافلت کله   6( و )1از معادله ) باشد.لو  ماده می
 متقارن هستند.    

 ام nمرتبه مدل صفحه 

به صلورت زيلر تعريلف     ام nمرتبه معادلات جابه جايی برای صف ه 

 شوند:می

                        - 
 

 
(
 

 
)
   

   (
         

  
          ) 

(7)  

                       - 
 

 
(
 

 
)
   

    
         

  
            

n=3, 5, 7, 9, … 

                     

                                                           
1Symmetric part of the curvature etensor 
2
 Strain tensor 

3
Displacement vector 

4
Rotation vector 

5
Deviatoric part of  the couple stress tensor 

    و y و xچرخش بردار نرما  حو  م لور        و    که در آن

 .می باشد zیزان جابه جايی نقطه میانی صف ه درراستای م ور م

شود:صورت زير بیان میبه نیز  ی کرنشیژ تغییرات انر    

   ∫  
 

                  

             

                               

                   

                                   

 

(8)  

 نیروی کمانش

بلا   hو ضلخامت   bو علر    aبرای صلف ه مسلتطیلی بله للو      

 که در آن:         نیروهای م ورهای

  y: نیروی م وری در راستای   و  x: نیروی م وری در راستای   

نیروی خلار  صلف ه ای    q(x,y)و  xy: نیروی برشی صف ه    و

 :]8و7[می باشد.معادله نیروی کمانش به صورت زير خواهد بود

  
   

   
      

   

    
   

   

   
        

 

(1)  

 کار مجازی

 کارمجازی نیروی خارجی نیز به صورت زير می باشد:

   ∫ ∫                    
 

 

 

 

 (20)  

 شود:به صورت زير بیان می نیز  ژی جنبشی تغییرات انر

   ∫ ∫    ̇   ̇   ̇   ̇   ̇   ̇        

 
 

  
  

 
(22)  

 ن داريل  وچگالی می باشد. همچنین با استفاده از اص  همیلت  که 

]7[   : 

∫ (          )  
 

 

   
(21)  

نیروهای  کار Wانر ی کرنشی و  Uانر ی جنبشی ،  Tن آ که در

                     .خارجی می باشد

                                                                                                                    ام  nبه دست آوردن معادلات صفحه مرتبه  

 با در نظر گرفتن مقادير زير:
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            (16)  

                 (17)  

                 
     (18)  

                                                                                         
 وهمچنین:
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     (11)  

               
     (40)  

                    
     (42)  

به صورت زيلر بله دسلت خواهلد      ام  nمرتبه معادلات کلی صف ه 

 آمد:
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)  

 

(41)  

   

   

      
   

    

     
   

    

    

   

    

      
   

    

    

   

    

      
   

    

       

   

  

  
        

   

    

   

    

    

     

   

      
    

    

    
 

(41)  

   
   

         
    

     
    

    

    
   

    

    
 

  
    

          
    

         
    

         
   

    
 

  
  

  
        

    

    
     

   

      
 

   
    

    
  

 

(44)  

 روش حل ناویر

 :]6و5[استفاده از روش ح  ناوير لبق شرح ذي   با

       ∑ ∑              
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 که در آن:

   
  

 
      

  

 
    √   (50)  

 خواهی  داشت:

      
       

     
     

 

    
     

     
  

(52)  

         
       

      (51)  

         
     

       (51)  

       
     

       
     

 

    
(54)  

       
     

        (55)  

       
       

       (56)  

       
     

        
     

 

    
(57)  

        
       

     (58)  

           (51)  

           (60)  

           (62)  

        (61)  

بله شلک  زيلر     سلوم ماتريس کلی معادلات صف ه مرتبه و سرانجام 

 حاص  خواهند شد:

([

      

      

      

]

   [

      

      

      

]) [

   

   

   

]  [
   

 
 

] 

(61)  

 
 :]7 [يک صف ه گرافن تک لايه دارای خصوصیات زير است

                             

    
  

  ⁄        
  ⁄  

 و بحث نتایج

نوشته شده و نتلاي  بلا    Matlabبرنامه م اسباتی در نرم افزار     

استفاده از اين برنامه به دست آمده اند.کلیه شلرايط ملرزی نیلز بله     

 صورت تکیه گاه ساده در نظر گرفته شده اند.

 
ت ت اثلر   ام nمرتبه نانوصف ه  بدون بعد میزان خمش (2)  جدو

و نسلبت پلارامتر    برای نسبت لو  به عر  یصف ه ا کنواختيبار 

گونه که در شلک    را نشان می دهد. همان لو  به ضخامت متفاوت

سبت بله ضلخامت میلزان خملش     پیداست با افزايش پارامتر لو  ن

ت ابعلاد  نانوصف ه ک  می شود. همچنین با افلزايش نسلب   بدون بعد

زياد می شود. همچنین میزان خمش  صف ه میزان خمش بدون بعد

 بدون بعد نانو صف ه مرتبه سوم از مرتبه پنج  بیشتر است.

ت للت اثللر بللار  ام nمرتبلله نانوصللف ه  میللزان خمللش (1)  دوجلل

و نسلبت پلارامتر للو  بله      برای نسبت للو  بله علر     سینوسی

گونه که در شک  پیداست  را نشان می دهد. همان ضخامت متفاوت

با افزايش پارامتر لو  نسبت به ضخامت میلزان خملش نانوصلف ه    

ک  می شود. همچنین با افزايش نسبت ابعاد صلف ه میلزان خملش    

 زياد می شود. 

نانو صلف ات مختللف    ( به مقايسه میزان خمش بدون بعد1جدو  )

ت ت اثر بار يکنواخت صف ه ای برای نسبت لو  به عر  متفاوت 

دو  می بینی  میزان خمش بدون پرداخته است. همانگونه که در ج

برای نانو صف ه کیرشهف بیشترين  مقدار و بلرای نلانو صلف ه    بعد 

 میندلین کمترين مقدار است.

نانو صف ات  ب رانی کمانش بدون بعد (  میزان نیروی2شک )

با  xمختلف ت ت اثر نیروی تک م وره صف ه ای در جهت 

رفتار متفاوتی به  افزايش نسبت لو  به ضخامت نانو صف ه

 شرح ذي  دارد: 

نیروی ب رانی بدون بعد با افزايش نسبت لو  به ضخامت نانو  -

 يابد. میندلین، افزايش می صف ه

ه ضخامت نیروی ب رانی بدون بعد با افزايش نسبت لو  ب  -

 يابد. برشی مرتبه سوم و پنج ، اندکی کاهش می نانو صف ه

نیروی ب رانی بدون بعد با افزايش نسبت لو  به ضخامت نانو  -

 ماند. کیرشهف، ثابت می صف ه

میزان نیروی ب رانلی کملانش بلدون بعلد  نانوصلف ه      (  4)جدو  

بلرای نسلبت     y,xم وره در جهت   دوام ت ت اثر نیروی  nمرتبه 

را نشلان   و نسبت پارامتر لو  به ضخامت متفاوتلو  به ضخامت 

دهد. همانگونه که میبینی  میزان نیروی ب رانی بلدون بعلد نلانو    می

ام با افزايش نسبت پارامتر مقیاس لو  به ضخامت  nصف ه مرتبه 

نانو صف ه افزايش و با افزايش نسبت لو  به ضخامت نلانو صلف ه    

ب رانلی   میلزان نیلروی  دهلد  ( نشان ملی 5جدو  )د. ابي کاهش می

ام ت ت اثر نیروی تک م وره در جهلت    nکمانش نانوصف ه مرتبه 

x   ابلد.  ي افلزايش ملی   نسبت پلارامتر للو  بله ضلخامت    با افزايش 

دهد فرکانس ملود هلای مختللف نلانو صلف ه      (  نشان می6جدو  )

ام با افلزايش نسلبت پلارامتر مقیلاس للو  بله ضلخامت          nمرتبه 

فرکانسلها بلرای نلانو     سهيمقابه  (1)شک يابد.  نانوصف ه افزايش می

پلردازد. همانگونله کله    ملی متفاوت  یام با درجه ها nصف ه مرتبه 

میبینی  با افزايش مرتبه صف ه میزان فرکلانس بلا شلیم ملايملی     

های مختلف دهد فرکانس مود(  نشان می7جدو  ) افزايش می يابد.

نانوصلف ه   ام با افزايش نسبت لو  به ضخامت nنانو صف ه مرتبه 

  يابد. کاهش می
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ام  ت ت اثر  nمقايسه میزان خمش بدون بعد نانو صف ه مرتبه  .2جدو 

بار يکنواخت صف ه ای برای نسبت لو  به عر   و نسبت پارامتر لو  

 (a/h=30, q=1e-18 N/nm^2به ضخامت متفاوت )

a
/b

 

l/h 

0  0.5  1  2 
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ام ت ت اثر بار سینوسی برای  nمیزان خمش نانوصف ه مرتبه  .1جدو 

-q=1e,نسبت لو  به عر   و نسبت پارامتر لو  به ضخامت متفاوت )

18 N/nm^2  a/h=30) 

a/b 
l/h 

0 0.5 1 2 

1 7.0619 3.5200 1.4058 0.4132 

1.5 14.2887 7.1260 2.8467 0.8368 

2 21.1015 10.5265 4.2057 1.2364 

 

مقايسه میزان خمش بدون بعد نانو صف ه های مختلف ت ت اثر . 1جدو 

 ,a/h=30بار يکنواخت صف ه ای برای نسبت لو  به عر   متفاوت )

q=1e-18 N/nm^2, l/h=1) 

a/b 
Kirchhoff 

plate 
Mindlin 
plate 

Third order 
shear 

deformation 
plate 

N order 
shear 

deformation 
plate (n=5) 

1 0.2000 0.0721 0.1992 0.1992 

1.5 0.2000 0.0719 0.1994 0.1994 

2 0.2000 0.0719 0.1995 0.1995 

 

 

ب رانی کمانش بدون بعد نانوصف ات مختلف  مقايسه میزان نیروی .2شک 

برای نسبت لو  به ضخامت   xت ت اثر نیروی تک م وره در جهت 

 ( a/b=1و  l/h=1متفاوت ) صف ه

 ام nمرتبه ب رانی کمانش بدون بعد نانوصف ه  میزان نیروی. 4جدو 

  ضخامتنسبت لو  به برای   x و y م وره در جهت  دوت ت اثر نیروی 

 ( a/b=1)و نسبت پارامتر لو  به ضخامت متفاوت 

a/h 
 l/h 

0 0.5 1 1.5  2 

5 1.000 2.180 5.694 11.536 19.711 

10 1.000 2.048 5.183 10.402 17.708 

20 1.000 2.012 5.046 10.102 17.179 

30 1.000 2.005 5.021 10.045 17.080 

40 1.000 2.003 5.012 10.025 17.045 

50 1.000 2.002 5.007 10.016 17.029 

 

ام ت ت اثر  nب رانی کمانش نانوصف ه مرتبه  میزان نیروی .5جدو 

برای نسبت لو  به عر   و نسبت پارامتر   xنیروی تک م وره در جهت  

 ( a/b=1لو  به ضخامت متفاوت )

a/h 
 l/h 

0 0.5 1 1.5 2 

5 46.20 100.74 263.06 532.99 910.71 

10 13.45 27.55 69.70 139.89 238.13 

20 3.51 7.06 17.69 35.42 60.23 

30 1.57 3.15 7.89 15.78 26.83 

40 0.89 1.77 4.44 8.88 15.10 

50 0.57 1.14 2.84 5.69 9.67 

 

 مقايسه فرکانسها برای نسبت  پارامترلو  به ضخامت صف ه .6جدو 

 (MHZ)  ام nمتفاوت برای نانو صف ه مرتبه 

(a/b=2, a/h=30 ) 

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 

    8.7284 12.3536 19.5411 36.0389 

    13.9441 19.7447 31.2407 57.6223 

    29.4967 41.8251 66.2277 122.1954 

    34.6497 49.1546 77.8533 143.6613 

    77.0069 109.6563 174.0385 321.4395 
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ام با درجه های  nمقايسه فرکانسها برای برای نانو صف ه مرتبه  .1شک 

 (MHZ)  متفاوت

(a/b=1, a/h=5 ) 

 

متفاوت  مقايسه فرکانسها برای نسبت  لو  به ضخامت صف ه .7جدو 

 ( a/b=1.5, l/h=1) (MHZ)  ام nبرای نانو صف ه مرتبه 

Mode 
a/h 

5 10 20 30 40 50 

    774.63 200.75 50.70 22.58 12.71 8.14 

    1435.78 381.54 97.19 43.35 24.42 15.64 

    2211.69 602.09 154.90 69.24 39.03 25.00 

    2802.36 774.63 200.75 89.89 50.70 32.49 

    5722.08 1660.58 444.62 200.75 113.58 72.89 

 

 نتیجه گیری

نلانو صلف ه    و ارتعاشلات  در اين مقاله به بررسی خملش و کملانش  

با استفاده از تئوری کوپ  تلنش اصللاح شلده پرداختله     ام  nمرتبه 

 بدون بعلد   میزان خمششد.همانگونه که در جداو  و اشکا  ديدي  

بلا افلزايش    یصلف ه ا  کنواختيت ت اثر بار  ام nمرتبه نانوصف ه 

پارامتر لو  نسبت به ضخامت نانوصف ه ک  می شود. همچنلین بلا   

زياد ملی شلود.    افزايش نسبت ابعاد صف ه میزان خمش بدون بعد 

میزان خمش بدون بعد نانو صف ه مرتبه سوم از مرتبه پنج  بیشلتر  

ام  nمیزان نیروی ب رانی کمانش بدون بعد  نانوصف ه مرتبه است. 

با افزايش نسلبت پلارامتر     y,xم وره در جهت   ودت ت اثر نیروی 

ايش نسبت لو  مقیاس لو  به ضخامت نانو صف ه افزايش و با افز

ابد. و نیز میزان نیلروی ب رانلی   ي کاهش می به ضخامت نانو صف ه

کمانش تک م وره به مراتم بیشتر از دو م وره می باشد. همچنین 

بیشتر  از مرتبله سلوم   نیروی ب رانی کمانش نانوصف ه مرتبه پنج  

ام بلا   nاست. همچنین فرکانس مود های مختلف نانو صف ه مرتبه 

افزايش نسبت پارامتر مقیاس لو  به ضخامت  نانوصلف ه افلزايش   

يابد. و با افزايش مرتبه صف ه میزان فرکانس بلا شلیم ملايملی     می

افزايش می يابد.همچنین فرکانس ملود هلای مختللف نلانو صلف ه      

نانوصلف ه کلاهش    با افزايش نسبت للو  بله ضلخامت   ام  nمرتبه 

 يابد. می
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