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���L 

4�5 6�78� 9
� ��  *��: 0�;
� ����� <= *���� �: ��
>� ��? @���2�� A� *��-�BC *��: ���2����? ���D ��A� ������E *���� �: F�: ����� �G� �: *��H

0�
�CI���� *�/J
 �
���� � �
�� �
)�� *�K:�� � *�K: ����� <= A� �� �2� ���8� I+= *���� �: <= (�� .�2� ��M ���� �K2�� ���� ��,  I�
��3�� J
 �

�� ���ED 0��� J
 �� �/��N�� �� IO�� ���M J
 � ��;P�: �-�������8� .�2� ��M ���Q�2� ���M 0��: ���D *F�: ����� �G� �: *��H 4�5 J
 �B�2�

:�
A�� *��: .�2� ��M R�;H� 0�2���:�P S�� *��= �� �:�P ���� J
 A� *��H (�� � T
��� � �2� ��M ���Q�2� ��2� �5�	��� S���� � �2�;� �3�2����� �*�

 �2�: ��M �,��� ���K� T
��� � �B�B8� T
��� �: ���� ��M �:�
A�� *�K: �� S>���? 0�
�C �� U�F *��:���� *��: ��M ���� �K2�� (�� .�2� ��M �	
�7�

VH .�2����M *��: (�� 9
� A� 0��: ���� 0�,� T
��� .�2� ��M ���Q�2� �-����: *��= R���� J
 �� *�K:�� *�
�� 0�
�C *A�2 ���� �K2�� (�� �� �/�

�: �2� ���G ��M�3�2����� �:�E.��� ��W	� �� *��H � ��
>�  *�/  

�M/& ;�% ;���): ��,  I�
��3�� ��3�2����� ��W	� -��? ���D �������A� Y
��P �: ���2��. 
  

 

Application of High-resolution scheme based on WENO Scheme in Pressure-Based 
Algorithm for capturing discontinuities 

  

Department of Aerospace Engineering, Ferdowsi University of Mashhad, Iran  M. Balaj  
Department of Aerospace Engineering, Ferdowsi University of Mashhad, Iran  M. H. Javareshkian  

  

Abstract 
In this study, a high-resolution scheme based on the WENO family has been developed in a pressure-based algorithm to prevent non-
physical fluctuations based on Riemannian solver for steady and unsteady one dimensional and two-dimensional compressible flows. 
The solution method is based on finite volume which uses an implicit solver with a structured collocated grid. Boundedness is 
applied by a high resolution essentially non-oscillatory scheme. To evaluate the numerical method, a shock tube containing shock 
wave, contact discontinuity and expansion waves has been considered, and the results obtained have been compared with the 
analytical results and the valid published results. The developed method is evaluated for lax configuration in two-dimensional 
inviscid flow. In addition, this method has been used to simulate two-dimensional steady flow in a channel containing bump. The 
results show that the developed method is able to capture the physical and numerical discontinuities well.  
Keywords: Capturing Discontinuity, Pressure-Based Algorithm, Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO).  
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(�� R���� �: 0�778� ���E�I
Z� �� �� ���	/ �
�/ ���
�C *�/

�: [B�W�/ @��\ J
 �� R�]� 0���H �: .��M�: ��M�� ��:��� 0��>;

��� A� >
�- ��2�^;� >I
Z� �;/ ��
�7� � ���\ �)- �@�\ 0���� *�/

.���� ��C� @�\ _� �� ���M *��: Y���� 9
� �: 9
� *��H *A�2

I
Z� 9
� �;/ �� �� �2� *��H (�� �: A��� �B
�	� 9��` ������ �/


� �C�� 0�778� ���E� .�M�:�a4�5 �K2�� *��: *� �G� �: *��H *�/

.����� F�: �����   

 �K2��4�5 �: *��H *�/ ���1: ��V1�2� �B;C � F�: ����� �G�

����A A� ��
 A��/ �Y2��� �-�������8� b�M R�;H� �: *�/

�� A�� ���7�78��M�:. 4�5 9
�0��� J;� �: YB?� �/ �cE��? �:�


 ���1: ��V1�2� �B;C�� �: @��\ �/ �� �����E���M �� ��2�8�-

4�5 ��: 9���� .���� 0�2�� 0��: ���D *��H1 0�
�C *��: *�/

e2�� *����)/ 0����;/ � 9���/ ]1  - 4[  �g��� 0� A� U� � �M

                                                             
1 Essentially Non-Oscillatory 

*���	: 0�778� ����� h�+�� �� ��
����: @�K��c� 0� �: �c:�� �� @��Q� .

��;H 9�: �� *�<� @����N� i/�� 4�52 �  0��: ���D *��H 4�5

 0�2���3�2����� �=��� �� <= �G� ����� ��C� �2� �3
� @���H �: .

 ��<� @����N� i/�� *��H 4�5  ��3�2����� �: 0�M �C��� h�3�/

�� <;H  R�� ����� @��\ �: *��H 4�5 �
�;� �� �=��� �� �

��� ����� @����N� 0�
�C *�/��N���0��: �
 0��� �� �G� �: �:�
 ����

 F�:��� h�+���M.  R�2 ��1994 i�����;/ � ��� ]5[   *�3
� (��

 0���H �8���A� ���2�� ��? ���D *��H 4�53  ������;� �g��� @��Q� .

 (��WENO  (�� �:ENO  @����N� �: �=��� �� <= �G� i
�> � ��

�� h����M�: �� <\�= ��A� Y
��P *�2 J
 A� ���Q�2� �: ����M. 

� A� U�(�� 0 (�� *���� �: *�3
� ��A� ���2�� ��? ���D *�/

WENO (�� 9
� �;/ .���M � �K��/ ]6 – 17[  (�� �:�,�WENO 

(�� ������E �� ���G ���2�� ��? ���D *�/�� �� ����� �K2 � ����-

i�����;/ � ��� e2�� ��M �g��� ����� ���;� ]5[  .��/� ���1: ��

                                                             
2 Total Variation Diminishing 
3 Weighted Essentially Non-Oscillatory 
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 *��H 4�5 ������EWENO  ���;� �� �2� *��H 4�5 9
���
�C

4�5 @V�,� �=��� �� � �2� ���;� m�5�: �� <�G *��H *�/

 �:�E �: F�: ����� �G� nQ= �: �3�2������������  i�� �� �/��� �

 .�
�;� ���:  

4�5 *�/ *��H F�: ����� �G� �: ��,�:I�
��3�� �� ���3` *�/

��M ���� �K2�� ������� ]1 – 17[.  *��H <= (�����M �
����� �
�:-

0�
�C *A�2I���� *�/I���� � �
)��M�: ��M�� �� �
)���.  I�
��3��

0�
�C �� ���� ���3`I���� *�/ �� ���3` .�2� �������� ��
�7� �
)���

o�� A� ��;� *�/3/0  �2� ��1: Y���� 9
� �: .�2� ���N� 0��: ��
�7�

I�
��3�� �� �B\� *�/��N��� 2�H� � ��� � ��,  �� ��M�:  �
�����

0�
�C <= *��: �� I�
��3��I���� *�/I���� � �
)� I/��  �
)���.�
�;� 

(V��
���8� p � *��: *��
A *�/*�/ ���� ���3` I�
��3��  h�+��

.�2� ��M ��M ��E��M I�
��3�� 4V\� � 0��� ���
�� *��: (�� 9
��

0�
�C �� ���� ���3`��� *�/I�I���� A� ���Q�2� �
)���A�+� *�
)�* 

]18[ i�� �
�Mb ]19[  �:�E T
��� @�=V\� 9
� ��C� �: �`�- .�2�

i�� *��:I���� 0�
�C ���: >�� �QKP b�7� ��� �2� ��M �g��� �
)���

 .����� ���3` I�
��3�� �� @F��K� ��3�2� �� �
�+�� A� 9
� �: ��VH

�\ � <��� @��\ �: ������ <= q
 *��,�: ����2�8� ��
>/ ���M

 .���� ���� ��,  I�
��3�� �: ��	�i�� *��: ������,  I�
��3�� �����-

0�
�C Y2��� ���:I���� *�/ .����� @�=V\� *�	�
 �: A��� �
)� �:

9
�R�= ���� @�=V\� h�+�� �: ���� ��,  I�
��3�� �Q- 0��� �: �����

�� *��: ��;���G *��>:�i��� � ���:I
Z� �;/ �� 0�
�C *�/ <
��� �/

 .��M  

  @�K��c�*��
A ]20  - 30[  �: *��H *�/ (�� �K2�� *��:

������M *��: ���� ��,  I�
��3�� *�0�
�C *A�2*�/ I���� �: �� �
)�

 .�2� ��M h�+�� A����(V� 0��r;/ R�= �: �� �K2�� *��: �/

I�
��3���c� �� ���� ��,  *�/0�
�C �K��� ����� F�: �H�2 *�/�� 

]31  - 43[. (�� 9
� �]�� ���� ��,  I�
��3�� @�=V\� *�� �: �/

 >��;����;������H . �
���� ��,  I�
��3�� �� ���7�K� 9�778� A� *�

 <= 0��>;/ @��\ �: � ��3�2� J
 �� @F��K� �;/ 0� �� ����-

 ���M�H�2 �� ��:��� � �K2�� *��:/ ������ F�: *����	/ ]39  - 

43[ . 9
� YB?� ��M ��Q- �� ��c��;/ ���(���/  A�4�5*�/  *��H

��2�F�: mV�E� 0�r;/ �
��  *>��� mV�E� �� 9
� Y���� �


 ���Q�2�������� �
�� 0�
�C ����A �� @�7�78� 9
� ��,�: 9
� �: ��VH .

(�� 9
� YB?� .�2� ��M h�+�� <��� �: �/ @F��K� <��� ��/��

I��=�  .����� >�� �� *��
A ����2�8� ��
>/- (V� 9�778� A� �/��

����4�5 �� ���F�: ����� �G� �: *��H *�/  ��\�E ��

 ����� �-�������8� ��I�
��3�� �� ���� ��,  ��/� �K2�� . �B;C A�

4�5 ��,  I�
��3�� �� �� �
F�: ����� �G� �: *�/���� ���Q�2�  ��M

*��H 4�51
NVD  �7�78� �� �� �2� e2��0���M���C ]20[ *��: 

_� �� � ���\�)- 0�
�C �2��: �-����: *��= R���� J
 �� ���\

 .�M ���Q�2� ����;� �K2 9�778� A� �E�:4�5 *��HTVD   �� ��

��/� �K2�� ���� ��,  I�
��3�� � 0���M���C .�	�H ]22[ 9���� 

 b�M �� ����: ���	��: �� <� @����N� i/��*�  �sW,� *�/��N��

                                                             
1 Normalized Variable Diminishing 

 R�;H� ����� �K2�� 9
� T
��� .����� �K2�� ���� ��,  I�
��3�� �� �

0�
�C �� �:�Bc� T
��� _�  I�
��3�� �� ��� 0�,� �� �
���� � �
�� *�/

�� ����� �2� �3�2����� *���� .�
�;� 9
� (�� 9
� [KP �c7� ���

��� �3�2����� �� �� �2� ���N� R�� ����� �G� �: �:������ J��� -

��� 0�,� @�K��c� .�� ��/�(�� A� <= ��=�� �2��2 �� �� �
�/

�3�2����� �B;C ���� ��,  I�
��3�� �� �
�;� ��2�8� F�: ����� �: �� �/

.�2� ��,� ���� �K2��  

4�5 �:  ���� ��,  I�
��3�� �K2�� 6�78� 9
� A� m�/ *��H *�/

2 �� ���� ��M ���Q�2� F�: ����� �G� �: J���� A� <= ��=�� �2��-

 .�M�: 6�78� 9
� ���: �-�������8� J
 �B�2� �G� �: *��H 4�5

���D ��A� *F�: ����� 0�2�� 0��:  @���2�� A� *��-�BC *��:

0�;
� ����� <= *���� �: ��
>� ��?  ����� ��,  I�
��3�� J
 ��: �

��O�� I��= @F��K� <= ���M *��:�:�P S���� ��� � 6�G� *A�2 � *�

0�
�C �� �3�2�����I���� *�/�� R�;H� ��
)���M �: <= (�� .

���8� I+= *����  ���M J
 � ��;P ����� <= A� �� �2� IO��

�� ���ED 0��� J
 �� �/��N�� �����M �� ���Q�2�.��M  �B\� m��/�

�: 4�5�2� ��M �	�� �
A �� �B� @��\.  

  ��W	� �
����� �: I�
��3�� J
 �K2���:�P S����*�  �

�3�2����� 

  0��: ���D F�: ����� �G� �: *��H 4�5 J
 A� ���Q�2�

 i
�> � 0���� � ��M nQ= <= �=��� ���;� �� 0� �G� �� 0�2��

 .�M�: ��M�� ��C� 0� �� ��
>�  �
���8� 0��: �G� ����� 

  ��\�E *���� ��M ���� �K2�� (���: �-�������8�-

���D @��\ .�2� 

 �: (���� <;H �����E @��\ @�;�O�� �: A��� � �
�;�

�: Y2���� ����� 0�
�C t��. 

 �: 0�
�C @F��K�@��\ A� ���Q�2� �: ��;P  0�;
� �3B=

0�
�C *��: <= (�� �K2�� *��:I���� *�/�� ���Q�2� <:�G �
)�-

.���M  
  

2 - P&� & 
��8�  

2-1 - �@EEQR7*�S� ;,��  

*Z��� � h������ ��3�2��� @F��K�  R��2 0�
�C <= *��:

�: S>���? *�K:�� �
A @��\ 0��: <:�G .�2� 

 �c:�� ��(1) ������� �Φ � ��3�2��� ����K� *��: �1C �� h�����

x �1C �� h������ �y  �:��: Y���� �: *Z��� �1 �u �v  �e  .�2��� 

 ������� �: b�:�� �;,` �B;CΦ  �2� �:��: �3�2��� ����K� *��: ��

 <��M �;,` �: ��VH @F��K� ��7: *��: � �Q\�B;C  � ��,  0�
���-

�B;C >�� *Z��� � h������ @F��K� �cE��? *�/��M�:�.  ��O�� �:

�cE *A�2 �O� �� <�G h�- A� q
�\ @��\ �: �;,` �B;C @F��K�

�� u�  h�BK� �
�C h�- �� � ��M �� �-.��M R��3��� A� U� A� *��-

 A� ���Q�2� �: � _�  ����K��
�O� :I
��� ���- 

)2(  ���� ��	Φ
�� − �	Φ
�� + �� + �� − �� − �� = ����      
 

(1)  ��� �	Φ
 + ���� �	��Φ� = �� 



 

 

161  

 

��
+

�
� 

9
	

=
 �

;8
� 

� 
S

V
:

 
�M

���
C

�
0

�
 

 

(�  1-  +T� �* *&��� ?	J �* U�O� ;+�Q�/+: & ;�/VA��� �1��

R7*�S� ;,�� �@EEQ ;/+� ��� �@C+Q  
  

U
�� �
A �� [B�W� @V;C �� ��M ���Q�2� *�/<�M  1  0�,�

 �� ��c��;/ .�2� ��M ������ ��/�,� R�B2 qc2 J`�� m�= ��M

�� 0�,� ���� xW,� �� R�B2 >��� y�>: m�= � �/� .�
�;� ��

 F�: ����K�I ��� [
�K� �
A @��\ �: � �2� ��M .��M 

)3(  �� = � �⃗. !"#####⃗
$%

= ��###⃗ . "�####⃗  

 0� �� ���⃗ = 	Φ�#⃗ �2� ���C ��M .� �3�2��� ����K� *��: �c:�

 .�2� ���G�: �
A  

)4(  Φ = 1 → ���� ��	
�� − �	
�� + (� + (� − (� − (�= 0  
 *��:�cE *A�2 �*Z��� � h���;� @F��K��� 0��� ����K�

 �� �� �3�2���Φ  .I
�;� I� *Z��� �
 h���;� ����K� A� � ���� z�P

��3` ���= 9
� �� @F��K� � ��M m)= �7: ����K� A� �
�C h�- �� �

 �cE _� �����- ����K� �B� <�M ��M ���M� @��B;H h�+�� �: .

�� �
A 6:�c�:��M  

)5(  �4
 − �5
 × Φ-�� → 	-� ���� .Φ-�� − Φ-�/+ ��� − (�Φ-���+ ��� − (�Φ-���− ��� − (�Φ-���− ��� − (�Φ-��� = ��. �� 

,W� ��M �;	G �� A� ��M �B� ��5 �:� �:�C ��M � <��,� �
�C

����M .  

)6(  � = �0 + �1 ��0 = (�Φ� ��1 = 2��34 − 35
 

��M @���H �: �C�� �: 9
��:��:�  �c:��)5( : �	
��A�: �
A @��\ �

����M .  

)7(  	-�� ���� Φ4�� +�(�3��� + 2��34�� − 35��
 − (�Φ-��� +�(�3��� + 2��34�� − 36��
 − (�Φ-��� −�(�3��� − 2��34�� − 37��
 − (�Φ-��� −�(�3��� − 2��34�� − 38��
 − (�Φ-��� = ��. �� + 	-� ���� Φ-� 

�� 0����3�2��� @F��K� A� J
 �/ � *Z��� � h������ �� J;� �:

F�: �� ��M �g��� e:��� ���� �	
��A�: �
A h�  �: .  

)8(  94Φ4�� = 95Φ5�� + 97Φ7�� + 96Φ6�� + 98Φ8��+ �� 

 ��;P <= *��: �� ����K� J
 _�  �c:��Φ  �
�C ����A h�- ��

 <��,����/� ����K� ��3�2� 9
� �� .94 �95 �97 �96  �98  U
����

 <��,� �� Y
��P����/� U
���
A m��= �: �� *����� F�: e:��� �� .

 U
���
A �: �� *����� � ���M >��� �� �2� ��M ���� 0�,� y�>:

0��� ���M �: � R�B2 qc2 �� �2� ��M ���� 0�,� J`�� �:�


 ��2�8������M�:�C *�/��M ��2�8� *��: �� *��H 4�5 .
�C �� �

�� ���Q�2� R�B2 qc2� ��G� �� �;1� ���	: i7� ��M0�2�*�/ 

 *��H 4�5 R���� �: pG�� �� .���� T
��� �-�������8� � *��H

�3�2����� ��W	� �
����� �� I��	/ 0�r;/ �
�/�:�P S����*�  �

 �� �1C 9
� A� .�M�: ��M�� 0�2�� 0��: �� �2�;� �3�2�����

�3�2����� �/���;/ �� �0�
�C *�/ ����� ��.= F�: o�� � �H�2 �:

4�5 �3;/ ��
�7� .�2� *���P ���� 9
� �: �C�� �K2�� *��H *�/

i�� *��: ��M ���� 0��: 0�
�C ��2��� �=��� �� 0�
�C ���:

 ��� � ��� ����	/ Y2��� �
�M @����N�4�5 *�/ �� [B�W� *��H

�3�2����� ��.= .�2� @��Q�� ���	: �/ �2�F�: mV�E� 4�5R�;K�

 9
���:�C ��M ��2�8� *��: *��H 4�5 �� �
�Cc2q  � �2� R�B2

 Y��? b�M �� �2� *�8� �: *��H 4�5 9
� �� �2� ��M ���� 0�,�

 ���G �: �:�E �: �� *�cG�� ��� �3�2����� m��5� �� 0�2�� <�,� �

�M ��Q- F�: �� �� ��c��;/ ��� .����� ��4�5 �*�/  0�r;/ *��H

 �2��: *��: ��2��� �
����� YB?� �2�F�: mV�E� �
 *>��� mV�E�

��
�� *�/ <]� �
�M @����N� ��
�>� �� ���
�C�:�P S����*�  ��

4�5 A� 6�78� 9
� �� .������ *���� �: F�: ����� �G� �: *��H *�/

 ������EWENO  ���Q�2�����M(�� *���
�� �
>� nQ= *��: . 

 4�5 A� ���Q�2� �: �G� ����� i
�> � � �2� F�: mV�E� �;
�G

 *��HWENO�: ���� � Y7H q�8s� (�� A� � ��M ���Q�2� �
A @��\

 .�2�  

)9(  � = �0 + �1 = �0:;<= + �0>?@ABC − �0>?@ABC + �1 

 �: b�:�� ��M F�;K�@���H : iW�� �: �:�E(�� *�/ ���;K�

�:�C �: b�:�� ��M ��� .�2� �:�
A�� � ��2�8� <:�G *���	: ��{�� �
�C

 �� .���� *��H <= ��
��  ���B;C  ��M �: b�:��WENO )IEFGHI
 � (

) �2�F�: mV�E� ��M � �P� �;	G−IEJKLMNO
 �: b�:�� @���H �� (

 �� �- �O� �� �;,`����M� �: . 4�5 ���E�2 �� V;H Y���� 9


 ��+
� *���N� �2�F�: mV�E��;� ��M ���N� ����K� �B\� Y
��P �

�;���� 4�5 @���{�� 9� �- �O� �� <��� �: *��H <= �G� ��� .

I,` ��5 �: �F�: ����� �G� �: *��H�� i
�> � *��-�:�
.  �: �O���

��� 9
� 9� �-�M ��		- @F��K� �B� h�  ���: � �/��E �
A @��\

 .��:  

)10(  94Φ4�� = P 9QΦQ
5,7,6,8

Q + ��S  

 Y
��P ���E� �c:�� ��94  �9Q  �: b�:�� ��M ��E��M Y
��P

�2� �2�F�: mV�E� *��H 4�5. ��S  @���H @���{�� � �2� �;,`

E *�/���� ����M ���K� h�H �: b�:�� ��C��TUVUW Φ4  ����A h�- ��

�� <��M �� F�: ����� *�/��M � �;
�G .��M  
  

2-2 - W1�� XY� �* ;*�< ��� �8����  

�: 4�5 A� ���Q�2� �: R�B2 qc2 �� *��H ��M ��2�8� ��O��

 *��HWENO  ���M�  �,W� �B;C J
 � R�B2  qc2 m�5 �� ��M �:

R�B2 qc2 m�5 �� *�/��M .�2� e����  A� ���Q�2� �:0��� �:�
 A�

R�B2 >���� ��2�8� <:�G �/����M�: . R�]� ��5 �: ��M ��2�8� *��:

R�B2 qc2 �� e ��- �P �E  �
��3: �O��� �� )<�M  1( @���H .

�:�C ��M ��2�8� *��: Y2���R�B2 qc2 �� �
�C�  A� ���Q�2� �:


��7�0��� �
�7: � �R�B2 |` � �2�� �;2 �� ��M �:�
�: �
A @��\
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 .�2�  

)11(  ��0 = 12 ���0Y%Z[ + ��0\A]^[ − _̀aΛcad̀�e�fghiW − e�j�kW�
 

 ���M J
 *��:�� ���K����N�� *�/�:�C ��M ����: � �
�7: �
�C

���� �: �� �: Ye  ��l  0�,��� ���� .�2� ��M ����� �
A �� ��Mξ 
.�2� qc2 �: ��;H ����:  

)12(  e = n 		�	o	pq �l و =
⎝⎜
⎛ 	uv	uv� + wxyv	uvo + wxzv	uv�p + w/	
⎠⎟

⎞
 

uv = �xyv + oxzv xyv = ��� − ���, xzv = −���� − ���
 

 F�: �c:�� ��u  �v �P  �e  ��8� *��2�� �� �H�2 Y���� �:x �

 ��8� *��2�� �� �H�2y .�2� �BE�� *Z��� � J����2� ��,  �

 @���{�� 0�;
� �B}	� ��
�7� <= J;� �: ��2� xW,� �� ��c��;/

 0�M �/�~ *�C �: ��,  <]� *���������M �� �;,` @���H �� *�/

�:�C�� �� �- �O� �� �
�C0�
�C �� T
��� ���1: �H�: �KcG �� ��M-

I���� *�/ �: ��M ���� 0�,� ����� .�M �/��E �
)�c  ���/� 0�,�

 �
��7�9�3����*��-  ��MRoe  qc2 |` � �2�� �;2 m�5 �� ��

 .�2� R�B2U
����*�/ ) �a
�_̀ �d̀ (���� �) �a
� �
��7� U
Λc (

 �
��7� ��2� �: ��	
�:9�3���� *��- ��MRoe  R�B2 qc2 ��

 .���M ��2�8��� R�B2 |` � �2�� �
��7� ��2�8� *��: J
 A� 0���

 4�5WENO  T���c7�� �: �� ��� ���Q�2� *WENO3R  h�2 �����

�2� m��K�.  �: R�B2 qc2 *��: ���;� 0���He� �:�O� �� �
A @��\ 

 �� �-����M .  e�j�kW = �2 �−eg� + 3eg
 + ��2 �eg + eg�
 )13( e�fghiW = �2 �eg� + eg
 + ��2 �3eg − eg�
 )14( �  ��� ��A� �cE��? Y
��P  � �K� �
A @��\ �: �� ���	/

����M.�  

� = �� + �� ,      �� = ��� + �� ⎩⎨
⎧� = !�� + �
�

�� = !���� + �
�⎭⎬
⎫

 )15( 

�  ��� xE�M <:�G �
A �c:�� A� � ���	/ ��E����
 *�/

 .���	/ ��2�8�  � = �eg − eg�
�,           �� = �eg� − eg
� )16( 

�� ��c: �)13 (P ��A� �cE Y
��!  �!� �:��: Y���� �: ��: �  ��� 
 .���	/ *��: �c:��)14( 9
� �:��: Y���� �: � ���	/ @��Q�� Y
��P �� 

 �� ���	/ 0�M �Q\ A� *��-�BC *��: �2� ��M ��1�,�� 9��r;/ .

 S�W�� = 10�� .��M �� �- �O���  
  

3 - [.�@�  

 T
��� iW: 9
� �����M *A�2J
 <g�	� S>���? *�K:�� � *�K:

 ��M �g��� *��H T
��� �: ���� �2�: T
��� .�2� ��M �g��� ��)- � �
��

 ���� J
 R�� �B}	� .�2� ��M �	
�7� �B�B8� T
��� �
 @F�7� �
�2 ��

J
 �:�P 0� �� �� �2� *�K:I
Z� *�/ <= J
 �� 0�
�C [B�W�

�� ��/�,� ��)- *��H �B}	� �� ��)- *�K:�� T
��� ����� �� .��M

 � U�� e2�� �� 0�;
�(���;/ ]44[ �� �2��: �2� ��M � �K�-

 4�5 �: ���� ���3` <= T
��� �: i
��A� ���;� 9
� �� T
��� .��M

�	
�7� �2� ��M �g��� (���;/ � U�� e2�� �� �:�,� *��H  ��M

���M �
�� *�K:�� T
��� �1��� �� .�2� R���� J
 <E�� 0�
�C *A�2

I
Z� �� �-����: J
 *��=0���� A� 0�
�C [B�W� *�/ �� @�\

_� �� T
��� �: T
��� iW: 9
� �� .�2� �� �- ���G �2��: ���� @�\

NVD  .�2� ��M �	
�7� >�� ���� ��,   
  

3-1 - �. H�.+��.���� ;�S���+0 �B1B �  

��  �;	G 9
�*��:  ��{�� 0��� 0�,� F�: ����� �G� *��H 4�5

 J
 �*��H iW� i/�� ���:�P ���� ��H �:I���� *�
���� 0�
�C 0�-

��? �
)� .�2� ��M z�W��� i
��A� �1C S>� �B;C A� �:�P ����

���;� *�/���2 �2��/ �`�-� �� �2� *��:����� i
��A� ��� ���� *�

 *�/��� ����r��*�  � ���� ���;/ �: �� �3�2����� ���;/ �: 0�
�C A�

 A� *���	: �C�� ���� ����;/0�778� ]23 – 43  �45  �46[ ���G 

 .�2� �� �- 

  <�M2  0�,� �� �:�P ���� �B}	� ����� e
��M � �2��/���/� .

 ���� R�5 ���;� 9
� ��20  ��,  � ��� @�HV5� 6:�c� ����� ���3` �

 �� ��M �g���  <�M2  u�  �B}	� 9
� �� .�2� ��M �� �- �O� ��

 ��
>�  ���E ��8� A� I-�� �
� m�5 �� �� A�- �� �� �2� ��M

) ���	/ 0�	�
 V���CP = 1005 J/kg.K �γ = 1/4  �/A�� �;/ �� .(

�2� ��M u�   0�M ���� A� U� .�M�: �Q\ �/������� �;/ @����N� ��

�:�P S�� J
 I-�� �
� i
�> � *��: *� ��=�� ��, 1  �2�� �;2 �:

�� ���= �7c�� �� ��,  i/�� *��: �5�	��� S�� J
 � ���4  �:

�� ���= |` �;2 ��=�� �� .���2  9�: �
��� @����N� <��� �: >��

�2�;� �3�2��� J
 ���=���� �� ��/�,� >�� �� ��c��;/ .��M

�BH �:�P ���� �B}	� �2� xW,����2 �2��/ ���
� I?� ��� ���� *�

���r�� J
>� ��;/ �: ��E R� �� �� *� 9� �- �O� �� �: .���� �

�
���8������� ��H *�/� ���- �: ���M >
�2 �: Y2���� ����A h�- -

) ������ ��H �� �2� ��M �� �- �O� �� *�
����
UW�y A� ��;� (1/0 

 0��A �� T
��� .�M�:10  �� �
�+�� A� .�2� ��M �2��: ����{ �B��

���M �� T
��� �G�R�B2 ���K� �: *�/ �2��: <:�G ��1: ��;� *�/

 ���M �� A� �2�50  �100  T
��� � �2� ��M ���Q�2� �B}	� 9
� *��:

 .�2� ��M �g��� ����� �� 0�  
  

 

  (�2- ��+0 �B1B ;�S� �. ����%  
  

  <�M3 ��A @����N� �: b�:�� �H�2 � ��,  �o�� ��H ����3` p


 0��A �� �:�P ���� R�5 �� ���3`10 �� 0�,� �� ����{ �B�� .�/�

�� ��/�,� �� ��c��;/�:�� �3�2����� T
��� 9
� �� ���M �: b S��

�:�P*� b�:�� @����N� �� �1�� �2�;� �3�2����� �  ��H � ���3` �:

 .�2� �2��: <:�G 0��>;/ @��\ �: o�� <= RV7�2� <��� 9�;/ �:

 �� o�� ��H @����N� �� ���M A�  <�M3 - .�2� ��M �2��: z

�� 0�,� ���M A� <= RV7�2��/�  i
�> � �: ��2�� �: T
��� ��

R�B2 ���K��� J
�>� �B�B8� <= �: �/�� 0�,� 9
� � ��M �� �/�  
 

w� = 3.528×105
 w9 �� = 220,727  �/� 	� = 0,445  ��/��

 

w = 104×5,71  w9 � = 0 �/� 	 = 0,5 ��/��
 

20 m 
�:�P ���� ����� �� �,? 
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 *��: ���3` @����N� ([�� ��K:� �: ���M50 

 
���M �� o�� ��H @����N� �2��: � ���M A� <= RV7�2� (z [BW� *�/  

 
 *��: o�� ��H @����N� (S ��K:� �: ���M100  

  
(�  ��M�K: �: ��,  @����N� ��K:� �: ���M *��:100  

  
 *��: �H�2 @����N� (� ��K:� �: ���M100  

  (�3-  �B1B �� U1�+� [.�@� ��+0=+> ;/+� \�@D� ;*�< ;�% �*

 H��,10  ����] 
����8� \�@D� *�S�/ �*  
  

��		-� .�2� ��M h�+�� ��2�� �: *��H <= *A�2 �2��: 9
� �

 *��H 4�5 *���� ��,  T
��� �� �2� ��M �K2WENO  T
��� �:

 *��H 4�5 *���� ��, TVD  pC�� �� ��]46[  �2� ��M �g���

�� 0�,� T
��� 9
� �	
�7� .��M �	
�7� �: *��H 4�5 �� �/ �� �/�

 �� T
��� ����G <:�G �G� �: ��	� ��5 �: �R�� ����� *��H 4�5 mVE

 ���: i������ *��H 4�5 �B� ��5 �: ��� .���WENO  �: �C�� �:

6�G� T
��� ���� �� *��F�: �G� �
�2 �: ��	� �� *��4�5 *�/ *��H

 � (�3�2����� � �
�M @����N� ��.= 0��: ��=��) �E����
 ��=�� ��

i�� �3�2����� �=���i�� <:�G t�P�� 9
� �`�- .�2� ���� ���: -

.��: ���:  
 

3-2 -  H�.+��&* ;�S�.����^)7 ;���+�� �  

U�F *��:���� ]44[ *��: �2��: ���;�*�/ [B�W� ���E�: 

@���
�C ��C�: ���� ���r�� �� 9
� �;	G ���� �:�
A�� ���G �� �-.�2� 

 ����Q�� ���3` � ��,  ��	� �� �2� �:�P ���� J
 �:�,� �B}	� 9
�

�: .�2� ��M R�;H� 0� �� [B�W� �=��� � �K: �� ��  9
� �: Y���� 9
�

e
��M� �:�P S���� ���E�: �2�;� e
��M � �5�	��� S���� �*�

���;� t���� A� �3
��
�:���G �2��: ���� i
��A� 9
� �� �� �2� �
�/ 

����-�. �� h�+�� �K:�� �� i
��A� 9
� (�� @��G 0���: �� ��M

 ��M ���� �K2���� �� ���2��: �
�M @����N� ��W	� �
��� ��;�. 

�� ����c��;/   <�M4 �� ��/�,� �� �Q\ �A�: ���M1  �: ��

 �2� ��M I�	7� *��	� �;	G�+�� ��  �: �;	G ��1` ��+
�

 ����� e
��M R�;H� *��: *��	�����M.  9
���+�� �
�s��� 0�- �����

 � �M�: ����Q�� ����� e
��M *���� 9�: b�cE�� �=��� �� 0����:-

 @��\�� ���� �/�,? �� ����A .��;� ��s� �,? e
��M �: �C���: ���M

��,? m��5�  ���= m��5� �: �C������.����  <E��� � S���� 9
�

�3�2������+�� �/ ��+
� �: ���r�� e
��M�� *� �M�� �/ �� ��M

���M �: ���G.�	�� 0� *A�2 i�� ���7� ����  ���;M *��:����8 

 �� U�� � U�� .�2� ��M �� �- �O� ���]44[  p��C �2��: J
 ��

19  � �K� �� [B�W� *��:�������� ��� �� �� S���� ���E�: e
��M �

*��:���� 9
� 4�5 �: ���� ���3` (�� J
 �: �/WENO ���� �g��� .���

 �: b�:�� ����� e
��M ���;M *��:����8  U�� ��  <�M4  ���� 0�,�

���M �� .�2� ��Mi
��A� 9
� *��: ���Q�2� ���� *��: 400  ��-

� �7 � 400  �: ���� �2�: T
��� �� �2� ��M �� �-�O��� *��;H ��-

pC�� �� ��M �g��� T
��� ]44[  .��M�: �	
�7� <:�G  
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