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مفصل تابع اساس بر بورس داده های تحلیل

۴ͳامین محمد و ، گیلده٣ صادق پور بهرام برزادران٢، ͳمحتشم غلامرضا ، مرتضͳ نژاد١ فلاح آزاده سیده

١٣٩٩/١٠/٠٨ دریافت: تاریخ
١۴٠٠/٠٨/٢۵ پذیرش: تاریخ

چ΋یده:
در است. داده ها به مناسب توأم توزیع Έی برازش نتیجه در و وابسته داده های ͳوابستگ ساختار شناسایی در مفید ابزار Έی مفصل تابع

تجاری شرکت ١١٠ به مربوط ملموس دارایی و انباشته، سود ،ͳمال ضعف متغیر سه شامل بورس داده های مفصل تابع از استفاده با مقاله این

ͳوابستگ نوع ͳبررس برای شد. خواهد برازش داده ها این به سه بعدی توزیع Έی به خصوص و مͳ شود تحلیل ١٣٨٩ تا ١٣٨۵ سال از ایران

جهت دار ͳوابستگ اندازه همچنین مͳ کنیم. استفاده کندال نمودار و کای، نمودار پراکنش، نمودار جمله از ͳمختلف ابزارهای از داده ها بین

برازش نی΋ویی آزمون انتها در کرد. خواهیم محاسبه نیز را اسپیرمن و کندال ͳوابستگ ضرایب و مͳ دهیم قرار ͳموردبررس را داده ها ͳدم و

آوریم. دست را مقاله این بورس داده های مناسب مفصل بتوان تا مͳ دهیم انجام را معروف مفصل چند برای

کندال. و کای نمودار ،ͳدم و ͳجهت ͳوابستگ مفصل، تابع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

وابسته متغیرهای توأم توزیع تشخیص برای مهم روش های از ͳ΋ی

بر که ͳمدل هستند. مفصل توابع حاشیه ای، توزیع های از استفاده با

تمام دارای مͳ شود، تولید وابسته متغیرهای برای مفصل توابع اساس

بار اولین برای مفصل تابع است. متغیرها میان ͳوابستگ ویژگͳ های

راشندورف مانند ͳمحققان پس ازآن شد. بیان (١٩۵٩) اس΋لار توسط

مفصل توابع مورد در ͳاساس مطالعات (١٩٩٧) استپن و بنز و (١٩٩۶)

و جنست و (٢٠٠١) اسویتزر و فیشر دادند. انجام آن کاربردهای و

تصویری نمایش برای کندال و کای نمودارهای از (٢٠٠٣) بویس

خانواده های (٢٠٠۶) نلسن کردند. استفاده داده ها ͳوابستگ ساختار

توابع ͳویژگ چند (٢٠١٠) گادندورف ساخت. مفصل تابع از جدیدی

ͳپیش بین برای (١٣٩٣) هم΋اران و عباسیان کرد. ͳبررس را مفصل

دادند. انجام را ͳمطالعات مفصل، توابع از استفاده با سیلاب ها

محمودیان است. بوده متغیره سه تحلیل اساس بر آن ها تحقیقات

با کرانگین مقادیر تحلیل برای فضایی مدل (١٣٩٣) هم΋اران و

وابستگͳ های آن در و کردند ͳمعرف را تعمیم یافته حاشیه ای توزیع

بداقلو آوردند. دست به ͳت مفصل تابع از استفاده با کوچΈ مقیاس

با قرنیه پیوند دف΄ بر مؤثر عوامل بیزی تحلیل (٢٠١۵) هم΋اران و

(١٣٩۵) ͳزمان و ͳصالح کارکردند. کلایتون مفصل تابع از استفاده

تحلیل مورد مفصل اساس بر را تهران بهادار اوراق بورس داده های

با را کارا، مرز تغییرات بر ͳوابستگ ساختار تأثیر آن ها قراردادند.

(١٣٩٠) هم΋اران و شاکری کردند. تحلیل مفصل توابع به کارگیری

ͳسرطان بیماران از وابسته سانسور مشاهدات مفصل تابع از استفاده با

استقلال ͳاساس فرضیات از ͳ΋ی رایج مدل در کردند. ͳبررس

در ͳنگران همواره ͳول مͳ باشد، پیشامد زمان و سانسور زمان میان

داشت. وجود سانسورها استقلال فرضیه بر ͳمبتن اعتبار خصوص

و ͳگنجعلیخان کردند. حل مفصل توابع با را مش΋ل این آنان

آب های ͳکیف پهنه بندی درون یابی برای ͳروش (١٣٩۵) هم΋اران

مرتضͳ نژاد کردند. ارائه مفصل توابع با کرمان دشت های ͳزیرزمین

مفصل توابع و آنتروپی بین پیوندی ساخت بر (١٣٩٨) هم΋اران و

نمودند. کار

استفاده با تجاری شرکت ١١٠ بورس داده های تحلیل مقاله این در

،ͳمال ضعف ͳموردبررس متغیرهای مͳ شود. انجام مفصل توابع از

مفصل تابع یافتن اولیه هدف مͳ باشد. ملموس دارایی و انباشته سود

نمودار چند از استفاده با ابتدا منظور این برای است. داده ها این

بویس و جنست و (٢٠٠١) اسویتزر و فیشر به توجه با ͳ΋گرافی

مͳ دهیم. نمایش داده ها ͳوابستگ ساختار از ͳکل نمای Έی (٢٠٠٣)

میان مثبت ͳوابستگ نوع Έی که مͳ شود مشخص مرحله این در

نمͳ توان نمودارها این مشاهده روی از تنها امˈا دارد. وجود داده ها

نسبت اولیه آزمون های سری Έی نیازمند بنابراین کرد. تصمیم گیری
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هم΋اران١۴٠ و مرتضͳ نژاد فلاح آزاده سیده مفصل تابع اساس بر بورس داده های تحلیل

داده ها میان ͳوابستگ وجود و استقلال عدم از تا هستیم، داده ها به

از مناسب مفصل تابع تشخیص برای سپس کنیم. حاصل اطمینان

درست تابع و کائی΋ه آ مقادیر و کردیم استفاده برازش نی΋ویی آزمون

تابع بهترین نتیجه در و کردیم مقایسه را مختلف مفصل های نمایی

اندازه این بر علاوه مͳ شود. تعیین داده ها به برازش قابل مفصل

شروع برای است. مقاله دیΎر مهم نکات از ͳدم و ͳجهت ͳوابستگ

بیان به اختصار را مفصل ها از اولیه مفاهیم و تعریف سری Έی

.(٢٠٠۶) نلسن مͳ کنیم،

‐ n خلاصه به طور (یا متغیره ‐ n مفصل Έی .١. ١ تعریف

است. زیر خاصیت های با I به In از C تابع Έی مفصل)

آنگاه ،uj = ٠ ،(j = ١, . . . , n) از j Έی برای حداقل اگر .١

.C(−→u ) = ٠

آنگاه uj = ١ و (j = ١, . . . , n) ،j ̸= i برای اگر .٢

.C(−→u ) = ui

VC([
−→a ,

−→
b ]) ≥ a→−؛ ≤

−→
b به طوری که −→a ,

−→
b ∈ In هر برای .٣

آن در که ،٠

VC([
−→a ,

−→
b ]) = ∆

−→
b−→a C(−→u ) = ∆bn

an
∆

bn−١
an−١ · · ·∆

b١
a١C(−→u ).

H کنید فرض ‐متغیره) n حالت در اس΋لار (قضیه .١. ٢ قضیۀ

این در باشد. Fn, . . . , F١ حاشیه های با متغیره ‐ n توزیع تابع Έی

به طوری که: دارد وجود In در C ‐مفصل n Έی صورت

H(x١, . . . , xn) = C(F١(x١), . . . , Fn(xn)); (١)

∀ xi ∈ Ri, (i = ١, . . . , n).

در ی΋تاست. C آنگاه باشند، پیوسته ͳΎهم Fn, . . . , F١ اگر

تعریف RanF١ × . . .×RanFn بر ی΋تا به طور C صورت این غیر

توزیع توابع Fn, . . . , F١ و ‐مفصل n Έی C اگر برعکس مͳ شود.

با ‐بعدی n توزیع تابع Έی (١) به صورت H تابع آنگاه باشند،

است. Fn, . . . , F١ حاشیه های

ادامه در که ͳجهت ͳوابستگ ضرایب محاسبه برای مقاله این در

نیازمندیم. تجربی مفصل برآوردگر به شد، خواهد اشاره آن ها به

تجربی مفصل برآوردگر (٢٠٠٧) هانگ و چن به توجه با ازاین رو

مͳ شود: تعریف زیر به صورت

Ĉ(u, v, w) =
١
n

n∑
i=١

I(Ûi ≤ u, V̂i ≤ v, Ŵi ≤ w)

مͳ شوند: تعیین زیر روابط از Ŵi و ،V̂i ،Ûi آن در که

Ûi =
١
n

n∑
j=١

I(Xj١ ≤ Xi١),

V̂i =
١
n

n∑
j=١

I(Xj٢ ≤ Xi٢),

Ŵi =
١
n

n∑
j=١

I(Xj٣ ≤ Xi٣).

اساس بر ͳوابستگ بر مروری ٢

مفصل

اندازه و ͳتصادف بردارهای ͳجهت ͳوابستگ اندازه بخش این در

مͳ کنیم. بیان وابسته داده های برای را متغیره چند ͳدم ͳوابستگ

داده ها ͳوابستگ ساختار تشخیص به Έکم ͳوابستگ اندازه های این

و کوئسادا به ͳوابستگ اندازه های این بر بیشتر مطالعه برای مͳ کند.

شود. رجوع (٢٠١٢) رویچو و لوکا و (٢٠١٢) یوبدا

ͳتصادف بردارهای ͳجهت ͳوابستگ ٢. ١

Έی Ω که باشند احتمال فضای Έی (Ω, F, P ) کنید فرض

P و Ω زیرمجموعه های از میدان σ زیر Έی F و ͳته غیر مجموعه ی

X = (X١, X٢, . . . , Xn) همچنین باشند. F بر احتمال اندازه Έی

H توأم توزیع تابع با Rn
= [−∞,∞]n به Ω از ͳتصادف بردار Έی

است.

با X = (X١, X٢, . . . , Xn) پیوسته ͳتصادف بردار .٢. ١ تعریف

تمام برای به طوری که α = (α١, . . . , αn) ∈ Rn و H توأم توزیع تابع

آنگاه بΎیرید، نظر در |αi| = ١ ،i = ١, . . . , n

(PD(α)) یا α جهت در مثبت وابسته را X ͳتصادف بردار •

باشد: برقرار زیر نامساوی x ∈ R
n هر برای اگر گوییم

P (∩n
i=١(αiXi > xi)) ≥

n∏
i=١

P (αiXi > xi).

عبارت اگر گوییم (ND(α)) یا α جهت در ͳمنف وابسته را X •

باشد: درست x ∈ R
n هر برای زیر

P (∩n
i=١(αiXi > xi)) ≤

n∏
i=١

P (αiXi > xi)

را X ͳتصادف بردار ،(٢. ١) تعریف از نتیجه Έی به عنوان

،x ∈ R
n هر برای اگر تنها و اگر گوییم، α جهت در مثبت وابسته

باشد: برقرار زیر نامساوی J = {i ∈ I|αi > ٠} و I = {١, . . . , n}

P [∩i∈J(Xi > xi),∩i∈I\J(Xi < xi)] ≥∏
i∈J

P [Xi > xi] ·
∏

i∈I\J

P [Xi < xi]

در نامساوی ها جهت تغییر با ͳمنف ͳوابستگ برای مشابه، شرایط با

مͳ شود. حاصل نتیجه فوق، روابط
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است، αای هر جهت در مثبت وابسته C سه بعدی مفصل .٢. ٢ قضیۀ

.C = Π٣ اگر تنها و اگر

را داده ها میان ͳجهت ͳوابستگ نوع مͳ توان بالا مطالب اساس بر

را اسپیرمن و کندال مانند جدید ͳوابستگ اندازه آن طبق و شناخت

این در باشد، ͳتصادف بردار Έی (X,Y, Z) کنید فرض کرد. ͳمعرف

داده های برای اسپیرمن و کندال ͳجهت ͳوابستگ اندازه های صورت

مͳ شوند: تعریف زیر به صورت سه بعدی

τα
٣ (C) =

١
٣
(٨P (αX > αY )− ١)

ρα٣ (C) = ٨
∫
[٠,١]٣

Qα(u, v, w)dudvdw

: آن در که

Qα(u, v, w) = P [α١X > α١u, α٢Y > α٢v, α٣ > α٣w]−

P [α١X > α١u]P [α٢Y > α٢v]P [α٣Z > α٣w].

،(٢٠١٢) یوبدا و نلسن به توجه با (٢. ٣) قضیه اولیه توضیح برای

که باشد I٣ بر ی΋نواخت ͳتصادف بردار Έی (X,Y, Z) کنید فرض

برای ρ−٣ (C) و ρ+٣ (C) آنگاه است، C سه بعدی مفصل آن توزیع تابع

مͳ شود: تعیین زیر روابط با u, v, w ∈ I٣ = [٠, ٣[١ هر

ρ+٣ (C) = ٨
∫
I٣

[ P (X > u, Y > v, Z > w)

− P (X > u)P (Y > v)P (Z > w) ]dudvdz

ρ−٣ (C) = ٨
∫
I٣

[ P (X ≤ u, Y ≤ v, Z ≤ w)

− P (X ≤ u)P (Y ≤ v)P (Z ≤ w) ]dudvdz

مفصل دارای (X,Y, Z) ͳتصادف بردار کنید فرض .٢. ٣ قضیۀ

:(α١, α٢, α٣) جهت هر برای صورت این در باشد، C سه بعدی

ρ
(α١,α٢,α٣)
٣ (C) =

α١α٢ρXY + α٢α٣ρY Z + α٣α١ρZX

٣

+ α١α٢α٣
ρ+٣ − ρ−٣

٢

و

τ
(α١,α٢,α٣)

٣ =
α١α٢τXY + α٢α٣τY Z + α٣α١τZX

٣

و کندال ͳجهت ͳوابستگ اندازه های آوردن دست به برای

را (٢٠١٢) یوبدا و کوئسادا مقاله در ٢ قضیه ͳدرست باید ابتدا اسپیرمن

ͳجھات برای سپس کنیم. ͳبررس هشت گانه جهات در داده ها برای

ͳجهت ͳوابستگ ضرایب کرده اند، صدق آن در مقاله داده های که

داده ها اگر به عنوان مثال کنیم. محاسبه را متناظر اسپیرمن و کندال

Έکوچ مقادیر که معناست بدان این باشند، (−١, ١, ١) جهت در

دارد. سوم و دوم متغیرهای بزرگ مقادیر به تمایل هم زمان اول متغیر

مͳ شوند. تفسیر جهت این مشابه به طور نیز جهات سایر

متغیره چند ͳدم ͳوابستگ اندازه ٢. ٢

اندازه این است. متغیرها بین هم راستا اندازه Έی ͳدم ͳوابستگ

دارد. توأم توزیع بالایی و ͳپایین دم های در تجم΄ به تمایل هم راستا

به ͳدم ͳوابستگ اندازه چه هر مͳ باشد. ١ و ٠ بین اندازه این مقدار

خواهد مثبت هم راستای داده ها، میان ͳوابستگ باشد، نزدیΈ تر ١

ͳوابستگ اندازه متغیره چند حالت (٢٠١٢) رویچو و لوکا در بود.

است، موجود متغیر سه فقط مقاله این در است. کرده بیان را ͳدم

حالت برای حال مͳ کنیم. تأکید متغیره سه حالت بر فقط بنابراین

مستقل متغیر h = ١ و داریم متغیر n = ٣ کنید فرض متغیره، سه

به زیر به صورت بالا ͳدم ͳوابستگ ضرایب است، ͳشرط احتمال در

مͳ آیند: دست

λ
٢٣|١
U = lim

u→١−

Ĉ(١ − u, ١ − u, ١ − u)

Ĉ١)٢٣ − u, ١ − u)

=
١ − ٣u+ C١٢(u, u) + C١٣(u, u) + C٢٣(u, u)− C(u, u, u)

١ − ٢u+ C٢٣(u, u)
,

λ
١٣|٢
U = lim

u→١−

Ĉ(١ − u, ١ − u, ١ − u)

Ĉ١)١٣ − u, ١ − u)

=
١ − ٣u+ C١٢(u, u) + C١٣(u, u) + C٢٣(u, u)− C(u, u, u)

١ − ٢u+ C١٣(u, u)
,

λ
١٢|٣
U = lim

u→١−

Ĉ(١ − u, ١ − u, ١ − u)

Ĉ١)١٢ − u, ١ − u)

=
١ − ٣u+ C١٢(u, u) + C١٣(u, u) + C٢٣(u, u)− C(u, u, u)

١ − ٢u+ C١٢(u, u)
.

و n مقادیر همان برای پایین ͳدم ͳوابستگ ضرایب مشابه به طور و

:h

λ
٢٣|١
L = lim

u→٠+

C(u, u, u)

C٢٣(u, u)
, λ

١٣|٢
L = lim

u→٠+

C(u, u, u)

C١٣(u, u)
,

λ
١٢|٣
L = lim

u→٠+

C(u, u, u)

C١٢(u, u)
,

مانند پایین و بالا ͳدم ͳوابستگ ضرایب ،h = ٢ و n = ٣ برای و

مͳ شوند: تعیین زیر

λ
٣|١٢
U =

١ − ٣u+ C١٢(u, u) + C١٣(u, u) + C٢٣(u, u)− C(u, u, u)

١ − u
,

λ
٣|١٢
L =

C(u, u, u)

u
.

،λ٣|١٢
U بالا ͳدم ͳوابستگ ضریب سه فوق حالت در که است ΀واض

کنیم. محاسبه را ͳ΋ی است ͳکاف پس بوده، برابر باهم λ١|٢٣
U و ،λ٢|١٣

U

است. برقرار نیز پایین ͳدم ͳوابستگ ضریب برای مطلب این
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تشخیص برای نمودارهایی ٣

ͳوابستگ ساختار

Έی از n ≥ ٢ حجم به (Xn, Yn), . . . , (X١, Y١) ͳتصادف نمونه Έی

اختیار در G و Fحاشیه های با H پیوسته دومتغیره ͳتجمع توزیع تابع

X متغیرهای بودن مستقل تشخیص برای نمودار ساده ترین داریم.

سایر رسم برای اما است. مشاهدات پراکنش نمودار همان Y و

نامعلوم معمولا˦ که داریم حاشیه ایی توزیع های نیازمند نمودارها

جفت های رسم تأثیر این کنترل برای ساده روش Έی هستند.

Ĝn و F̂n آن در که است، ١ ≤ i ≤ n برای (F̂n(Xi), Ĝn(Yi))

هستند: زیر فرم به Yi و Xi تجربی توزیع توابع ترتیب به

F̂n(t) =
١
n
#{i : Xi ≤ t} =

١
n
Σn

i=١I{Xi ≤ t}

Ĝn(t) =
١
n
#{i : Yi ≤ t}

هستند (Ri/n, Si/n) همان (Fn(t), Gn(t)) جفت که است ΀واض

رسم است. i = ١, . . . , n برای Si = r(Yi) و Ri = r(Xi) آن در که

مفصل ها زیرا است، مناسب تر مشاهدات زوج رسم از رتبه ها زوج 

نمودار رسم برای بنابراین هستند، پایا صعودی تبدیلات تحت

i = ١, . . . , n برای (Ri/n, Si/n) زوج های از مͳ توان پراکنش

استقلال فرضیه ͳدرست تشخیص برای نمودار این از کرد. استفاده

نمودار این مشاهده با بودن ͳتصادف تشخیص امˈا مͳ شود، استفاده

دیΎری نمودارهای ،ͳوابستگ دقیق تشخیص برای است. دشوار

مناسب تر نمودار این به نسبت که دارند، وجود کندال و کای مانند

هستند.

کای نمودار ٣. ١

داده ها ͳوابستگ ساختار مشاهده برای که نمودارهایی از ͳ΋ی

اسویتزر و فیشر در معرفͳ شده کای نمودار مͳ گیرد، قرار مورداستفاده

نمودار این به کارگیری با است. (٢٠٠٣) بویس و جنست و (٢٠٠١)

با ابتدا داد. تشخیص را ͳمنف یا مثبت ͳوابستگ شدت مͳ توان

را آن ها و کرده محاسبه را (χi, λi) اعداد زوج داده ها، از استفاده

نزدیΈ تر بالایی ͳمنحن به اعداد این چه هر مͳ کنیم. رسم نمودار بر

ͳمنحن آن از چه هر و مثبت ͳوابستگ ساختار دارای داده ها باشند،

داده ها ͳوابستگ ساختار گیرند، قرار نمودار پایین در و شده دور

عمل زیر روش به (χi, λi) زوج محاسبه برای بود. خواهد ͳمنف

حاشیه ایی و توأم تجربی توزیع های (χi, λi) زوج هر برای مͳ کنیم.

مͳ شوند: محاسبه زیر عبارت از استفاده با

Hi =
١

n− ١
#{j ̸= i : Xj ≤ Xi, Yj ≤ Yi} (٢)

و

Fi =
١

n− ١
#{j ̸= i : Xj ≤ Xi}

Gi =
١

n− ١
#{j ̸= i : Yj ≤ Yi}

استویتزر و (١٩٨۵) فیشر ،Hi = Fi × Gi استقلال فرضیه بر بنا

نامیدند: کای نمودار را آن و کردند رسم را (λi, χi) زوج (٢٠٠١)

χi =
Hi − FiGi√

Fi(١ − Fi)Gi(١ −Gi)
(٣)

λi = ۴sing(F̃ G̃)max( F̃i
٢
, G̃i

٢
)

F̃i = Fi −
١
٢
, G̃i = Gi −

١
٢

١ ≤ i ≤ n

برای است. داده ها مرکز از (χi, λi) زوج فاصله λi ∈ [−١, ١]

در که ͳنقاط فقط مͳ شود، پیشنهاد نادرست داده های از اجتناب

کنیم. رسم را مͳ کنند، صدق زیر نامساوی

|λi| < ۴{ ١
n− ١

− ١
٢
}٢

برای (Xij , Yij) زوج از (٣) فرمول محاسبه برای که است قابل توجه

مͳ کنیم: استفاده زیر ش΋ل به i ̸= j تمام

Xij =

 ١ Xj ≤ Xi

٠ سایر جاها

Yij =

 ١ Yj ≤ Yi

٠ سایر جاها

آماره √nχi به علاوه است. −١ ≤ χi ≤ ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای

نقاط به وسیله ٢×٢ استقلال آزمون برای معمولا˦ که است اس΋ور کای

تشخیص به Έکم برای مͳ گیرد. قرار مورداستفاده (Xi, Yi) برش

به را ͳافق کنترل خطوط χ مشاهدات مقادیر در ͳتصادف تغییر

(٢٠٠١) اسویتزر و (١٩٨۵) اسویتزر و فیشر مͳ کنیم. اضافه نمودار

χ = ±cp/
√
n به صورت کنترل حدود این دادند. را پیشنهاد این

مͳ آید، دست به مونت کارلو شبیه سازی به وسیله cp آن در که هستند

خطوط بین (λi, χi) زوج های از درصد p × ١٠٠ تقریبی به طور که

.(٢٠٠٣) بویس و جنست و (٢٠٠١) اسویتزر و فیشر مͳ گیرند، قرار

با آن در کنید. توجه ١ ش΋ل به کای نمودار از بهتر درک برای

فرانک، و FGM مختلف مفصل دو از شبیه سازی شده نقاط رسم

نمایش به ͳمنف و مثبت ͳوابستگ ساختار در را نمودار این رفتار

داده های مͳ شود. تعریف (۴) به صورت FGM مفصل کشیدیم.

١ ش΋ل در که همان طور شبیه سازی شده اند. α = ٠٫٩٩ ازای به ش΋ل

مثبت ͳوابستگ ساختار وجود دلیل به مͳ شود، مشاهده چپ سمت

ͳوابستگ ساختار چه هر دارند. قرار χ = ٠ ͳافق خط بالای نقاط

خط این از نقاط تجم΄ باشد، قوی تر مشاهده شده نقاط بین مثبت

بود. خواهد بالا سمت به و دورتر ͳافق

Cα(u, v) = uv[١ + α(١ − u)(١ − v)] , α ∈ R (۴)
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این مشاهدات است. شده داده نشان (۵) در نیز فرانک مفصل

١ ش΋ل به توجه با شبیه سازی شده اند. ،θ < ٠ ازای به مفصل

پایین در نقاط ،ͳوابستگ ساختار بودن ͳمنف دلیل به راست، سمت

وجود نشان دهنده موضوع این کرده اند. اجتماع χ = ٠ خط

داده های برای ٢ ش΋ل است. داده ها بین ͳمنف ͳوابستگ ساختار

با است. شده رسم C(u, v) = uv استقلال مفصل از شبیه سازی شده

وجود مشاهدات میان ͳوابستگ هنگامͳ که مذکور، نمودار به توجه

کرد خواهند تجم΄ ͳافق خط همان پیرامون در نقاط باشد، نداشته

داشت. نخواهند پایین یا بالا سمت به ͳتمایل هیچ و

(۵)

Cθ(u, v) = −١
θ
log[١ +

(e−θu − ١)(e−θv − ١)
eθ − ١

] , θ ∈ R \ {٠}

فرانک و FGM مفصل به مربوط کای نمودار راست به چپ از ترتیب به :١ ش΋ل

K یا کندال نمودار ٣. ٢

ͳتصادف نمونه Έی با هنگامͳ که (٢٠٠٣) بویس و جنس اساس بر

برای رایج روش Έی هستیم، مواجه Xn, . . . , X١ متغیره تک

استاندارد، نرمال توزیع با آن مقایسه ͳیعن ͳگاوس مشخصه شناسایی

است (Zi:n, X(i)) نقاط برای چندک نمودار رسم ،ͳ΋گرافی روش به

Zi:n و هستند نمونه ترتیبی آماره های X(١) ≤ · · · ≤ X(n) آن در که

n حجم به استاندارد نرمال نمونه Έی از مشاهده امین i نرمال رتبه

است.

Zi:n = E(Z(i)); ١ ≤ n.

ͳتصادف نمونه Έی از ترتیبی آماره های Z(١) ≤ · · · ≤ Z(n) آن در

راه کار این امˈا مͳ باشد. استاندارد نرمال توزیع Έی از Zn, . . . , Z١

استفاده ͳزمان زیر الΎوریتم ندارد. کاربرد دومتغیره مشاهدات برای

(Xn, Yn), . . . , (X١, Y١) به صورت دومتغیره مشاهدات که مͳ شود،

ساختار مورد در ͳتشخیص مͳ توان نمودار این مشاهده با باشند.

زیر قرار از یادشده الΎوریتم داد. مذکور ͳتصادف نمونه ͳوابستگ

است:

مͳ کنیم. محاسبه (٢) عبارت در را Hiها ابتدا .١

مͳ آوریم. دست به H(١) ≤ · · · ≤ H(n) ترتیبی آماره های .٢

آن در مͳ کنیم. رسم ١ ≤ i ≤ n برای (Wn:i, H(i)) زوج .٣

ͳتصادف نمونه Έی در ترتیبی آماره iامین امید بیانگر Wi:n

که صفر فرضیه تحت Hi از K٠ توزیع Έی از n حجم به

این از به دست آمده نمودار به است. مͳ باشد، استقلال همان

استقلال مفصل کای نمودار :٢ ش΋ل
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مͳ گویند. K یا کندال نمودار را نقاط

تحت را K٠ ش΋ل است ͳکاف تنها کار فرآیند کامل توضیح برای

برای ترتیبی آماره Έی ͳالΎچ تابع کنیم. مشخص صفر فرضیه

مͳ شود: تعریف زیر به صورت ١ ≤ i ≤ n

(۶)

Wi:n = n

(
n− ١
i− ١

)∫ ١

٠
w{K٠(w)}i−١×{١−K٠(w)}n−idK٠(w)

مشاهدات شبه آن ها به کنیم، منتقل [٠, ١] بازه به را داده ها هنگامͳ که

Kn تجربی توزیع تابع (١٩٩٣) ریوست و جنست اساس بر مͳ گوییم.

توزیع مجانبی به صورت Hn, . . . , H١ مشاهدات، شبه از استفاده با

برای (Xi, Yi) اساس بر تجربی توزیع تابع Ĥn بود. خواهد کندال

Hi کند، میل بی نهایت به n که ͳزمان آنگاه مͳ شود. تعریف i ̸= j

زیرا است دقیق و دشوار ͳکم نتیجه این اثبات همΎراست. H به

به وسیله مͳ توان امˈا مستقل اند، ͳتصادف به طور هم، به نسبت Hiها

K این از Wi:n محاسبه برای و کرد اثبات ͳبه راحت کندال توزیع

مͳ کنیم. استفاده

n ͳوقت کرد. خواهیم بیان را K نمودار خواص ͳبرخ اینجا در

تمام برای K(w) به همΎرا احتمال در Kn(w) کند، میل ∞ به

K−١
n (p) کران داری، فرضیه داشتن به توجه با و است ٠ ≤ w ≤ ١

بود. خواهد ٠ ≤ p ≤ ١ تمام برای K−١(p) به احتمال در همΎرا

٠ ≤ p ≤ ١ و n ≥ ١ دلخواه صحیح عدد Έی برای اگر •

⌈np⌉ با را np مساوی یا بزرگ تر صحیح عدد کوچΈ ترین

داریم: صفر فرضیه تحت آنگاه دهیم، نشان

H(⌈np⌉) = K−١
n (p) → K−١(p)

همچنین و

lim
n→∞

E(H(⌈np⌉)) = lim
n→∞

W⌈np⌉:n = K−١
٠ (p)

زوج های n بزرگ ͳکاف به اندازه نمونه Έی برای •

مͳ شوند. متمایل زیر ͳمنحن به (Wi:n, H(i))

p → (K−١
٠ (p),K−١(p))

w → نمودار به شبیه K نمودار نقاط به عبارت دیΎر

است. K−١{K٠(w)}

باشیم، داشته را K = K٠ استقلال، فرضیه تحت هنگامͳ که •

بود. خواهد ͳخط به صورت نمودار

نقاط تمام باشند، τ(X,Y ) = −١ با هم ی΋نوا Y و X ͳوقت •

تمام برای زیرا گرفت، خواهد قرار (p ≡ ٠) ͳافق خط روی

داریم. را K−١(p) = ٠ ،٠ ≤ p ≤ ١ مم΋ن مقادیر

بر نقاط تمام باشند، τ(X,Y ) = ١ با هم ی΋نوا Y و X وقتͳ که •

K−١(p) ≡ p ،[٠, ١] بازه بر زیرا مͳ گیرد، قرار K٠(p) ͳمنحن

است.

چند حالت برای را آن نمͳ توان که کای نمودار برخلاف

تعمیم متغیره چند حالت به K نمودار داد، تعمیم متغیره

متغیره p ͳتصادف نمونه Έی از استفاده با است. شده داده

چند K نمودار رسم فرآیند (Xn١, . . . , Xnp), . . . , (X١١, . . . , X١p)

است: زیر به صورت متغیره

مͳ کنیم: محاسبه زیر به صورت را Hi ،١ ≤ i ≤ n هر برای .١

Hi =
١

n− ١
#{j ̸= i : (Xj١, . . . , Xjp) ≤ (Xi١, . . . , Xip)}.

H(١) ≤ · · · ≤ H(n) به صورت را به دست آمده Hiهای این .٢

ی΋سان دومتغیره حالت با مرحله این که شوند، مرتب باید

است.

از iام رتبه Wi:n مͳ کنیم. رسم را (Wi:n, H(i)) زوج های .٣

تحت Hi مجانبی توزیع از n حجم به ͳتصادف نمونه Έی

مانند Wi:n است. مؤلفه p بین در دوبه دو استقلال فرضیه

استفاده زیر K٠ از باید که تفاوت این با مͳ شود، محاسبه (۶)

کرد:

K٠(w) = w + wΣp−١
k=١

١
k!

logk(١/w), ٠ ≤ w ≤ ١.

فرانک و FGM مفصل های به ش΋ل، روی بر K نمودار تفسیر برای

مقدار همان با مفصل دو این برای را K نمودار بار این کنید. توجه

توجه با کردیم. رسم ٣ ش΋ل در قبل، بخش زیر در بیان شده پارامتر

برداشت است، FGM مفصل به مربوط که چپ سمت ش΋ل به

باشد، قوی تر داده ها میان مثبت ͳوابستگ میزان چه هر که مͳ شود

نمودار همانند گرفت. خواهند قرار اول ربع نیمساز خط بالای نقاط

ͳوابستگ ساختار چه هر فرانک، مفصل از ٣ ش΋ل در راست سمت

واق΄ نیمساز خط این پایین در نقاط باشد، بیشتر داده ها میان ͳمنف

مشاهدات اگر است، مشخص ۴ ش΋ل در که همان گونه شد. خواهند

به نه و بالا سمت به نه داده ها آنگاه باشند، ͳوابستگ هرگونه فاقد

خط روی داده ها که ͳمواقع در بود. خواهند متمایل پایین سمت

دارند. وجود استقلال آن ها میان شوند، واق΄

مثال ها ۴

تشخیص در نموداری ابزارهای از بهتر تشریح برای بخش این در

ͳبررس مثال چند از استفاده با وابسته داده های ͳوابستگ ساختار



ص١٣٩‐ ١۵٢ ،۵١ پیاپی شماره ،١۴٠٠ تابستان و بهار ،١ شماره ششم، و بیست سال آماری، ١۴۵اندیشه

فرانک و FGM مفصل به مربوط K نمودار راست به چپ از ترتیب به :٣ ش΋ل

استقلال مفصل K نمودار :۴ ش΋ل

شد. خواهد

از (X,Y ) زوج Έی که کنید فرض مثال اولین به عنوان .١ .۴ مثال

باشد، Y = G−١{F (X)} اگر داریم. هم ی΋نوا ͳتصادف متغیرهای

M(u, v) = min(u, v) فرشه بالای کران (X,Y ) متناظر مفصل

Y = G−١}١ − F (X)} اگر و بود خواهد راست) سمت (نمودار

W (u, v) = max(٠, u + فرشه پایین کران ،(X,Y ) مفصل باشد،

نمونه برای K نمودار ۵ ش΋ل در است. چپ) سمت (نمودار v−١)

Fحاشیه های که است، تهیه شده ͳمشاهدات شبه از n = ١٠٠ حجم به

آن ها توأم توزیع و است [٠, ١] بازه بر ی΋نواخت توزیع از آن G و

مͳ باشد. ذکرشده مفصل

بΎیرید. نظر در را کلایتون مفصل خانواده .٢ .۴ مثال

Cα(u, v) = (u−α + v−α − ١−(١/α, ٠ ≤ u, v ≤ ١, α > ٠

ش΋ل به α از ͳتابع برحسب خانواده این برای τ کندال ضریب

مرتب α از استفاده با را آن مͳ توان که است، τ(X,Y ) = α
α+٢

کرد:

α ≤ α∗ ⇒ Cα ≺k Cα∗ .

٠ ≤ w ≤ برای متناظر کندال توزیع ،ͳارشمیدس مفصل تابع اساس بر

۶ ش΋ل در مͳ شود. تعیین Kα(w) = w + w
α
(١ − wα) ش΋ل به ١

از n = ١٠٠ حجم به ͳتصادف نمونه مشاهدات شبه برای K نمودار

کردیم. رسم τ = ٣/۴, ١/٢, ١/۴ با Cα مفصل

شبه از K نمودار متغیره سه حالت توضیح برای .٣ .۴ مثال

بردار Έی از n = ١٠٠ حجم به ͳتصادف نمونه Έی مشاهدات

[٠, ١] بازه بر ی΋نواخت توزیع دارای مؤلفه اش هر که (X١, X٢, X٣)

نوع شدیدترین چپ سمت ٧ ش΋ل در مͳ کنیم. استفاده است،

آن ها با متناظر مفصل داریم. X١ = X٢ = X٣ برای را ͳوابستگ

نمودار است. M(x١, x٢, x٣) = min(x١, x٢, x٣) فرشه بالای کران

شده رسم X١ = X٢ = ١−X٣ مشاهدات از استفاده با راست، سمت

ͳمنف ͳوابستگ نوع شدیدترین وجود نشان دهنده نمودار این است.

p ≥ ٣ مفصل هر برای داشت، توجه باید امˈا است. داده ها میان

نیست. توزیع تابع W فرشه پایین کران متغیره

C(u١, . . . , up) ≥ W (u١, . . . , up) ≡ max(٠, u١ + . . .+ up − ١)

دوبه دو ͳتصادف متغیرهای z و ،X٣ ،X٢ کنید فرض .۴ .۴ مثال

باشند. X١ = |z|sing(X٢X٣) و استاندار نرمال توزیع از مستقل

اساس بر (X١, X٢, X٣) بردار ͳوابستگ ساختار صورت این در

کنید فرض مͳ آید. دست به متناظر مفصل از مشاهده n = ١٠٠

X١ = |z|sing(X٢X٣) به صورت (X١, X٢, X٣) بردار اول مؤلفه

نرمال توزیع از مستقل دوبه دو z و ،X٣ ،X٢ متغیرهای باشد.
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توأماً ͳول مستقل اند، دوبه دو Xiها شبیه سازی شده اند. استاندارد

نمونه از مشاهدات شبه اساس بر K نمودار نمͳ باشند. مستقل

شد. رسم ٩ ش΋ل در توزیع این از n = ١٠٠ حجم به ͳتصادف

نمیساز حول نقاط استقلال وجود دلیل به متغیره سه نمودار در

بالا به ͳکم داده ها دومتغیره، نمودارهای در امˈا پراکنده شده اند.

از مشاهده با تنها که است ذکر به لازم هستند. متمایل پایین به و

کرد استدلال کامل به طور ͳوابستگ مورد در نمͳ توان نمودارها روی

است. داده ها با اولیه آشنایی برای مفید ابزار Έی ͳول

نمونه Έی پراکنش نمودار چپ سمت ٨ ش΋ل در .۵ .۴ مثال

مطابق ٠ ͳهمبستگ ضریب با دومتغیره نرمال توزیع از شبیه سازی شده

شعاع در نمونه مͳ شود، مشاهده نمودار این در کردیم. رسم را (٧)

نمودار راست سمت در همچنین است. پراکنده شده میانگین ١٫۵

داده ها که است مشخص کاملا̈ هستند. مرکزی ٠ حول داده ها، کای

هستند. ضعیف ͳول مثبت ͳوابستگ ساختار دارای

f(x, y) =
١

٢πσxσy
exp{−١

٢
[(
x− µx

σx
)٢ + (

y − µy

σy
)٢]},

x, y ∈ R

فرشه بالای کران و پایین کران به مربوط نمودارهای راست به چپ از ترتیب به :۵ ش΋ل

K نمودار :۶ ش΋ل

ͳمنف و مثبت ͳوابستگ نوع شدیدترین به مربوط نمودار راست به چپ از ترتیب به :٧ ش΋ل
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دومتغیره نرمال توزیع از کای و پراکنش نمودارهای راست به چپ از ترتیب به :٨ ش΋ل

نرمال توزیع از دومتغیره و متغیره سه حالت برای K نمودارهای :٩ ش΋ل

اساس بر بورس داده های تحلیل ۵

مفصل از ویژگͳ هایی

انباشته، سود ،ͳمال ضعف متغیر سه بین رابطه ͳبررس با بخش این در

سه بعدی مفصل تابع مͳ خواهیم تجاری شرکت ١١٠ ملموس دارایی و

برای مایس ون کرامر آزمون ابتدا کنیم. برآورد را بورس داده های

وجود عدم از تا مͳ دهیم، انجام را داده ها میان استقلال فرضیه

پراکنش، نمودار رسم با کنیم. حاصل اطمینان داده ها میان استقلال

کائی΋ه آ معیار محاسبه و آزمون  ها استفاده با سپس و کای و ،K

سپس مͳ کنیم. برآورد را سه بعدی مفصل درستنمایی تابع مقدار و

محاسبه داده ها برای را ͳجهت و ͳجفت اسپیرمن ρ و کندال τ مقادیر

با نیز را پایین و بالا ͳدم ͳوابستگ اندازه های کردیم. ͳبررس و

مͳ آوریم. دست به تجربی مفصل از استفاده

متغیرها زوج برای ١٢ و ١٠ اش΋ال در را کای و پراکنش نمودارهای

کنیم. مشاهده هم به نسبت را متغیرها دوبه دوی رفتار تا دادیم، نشان

کرده ایم. رسم ١١ ش΋ل در متغیره سه حالت در را K نمودار همچنین

مͳ شود حاصل برداشت این ذکرشده، نمودارهای به ͳکل نگاه Έی با

مشاهده با تنها دارد. وجود داده ها میان مثبت ͳوابستگ نوع Έی که

داده های میان ͳوابستگ نوع و میزان مورد در نمͳ توان نمودار سه این

جمله از دیΎری ابزارهای به احتیاج بنابراین کرد. قضاوت بورس

وجود از اینکه برای حال داریم. مختلف اندازه های و آزمون ها

مایس، ون کرامر آزمون کنیم، حاصل اطمینان متغیرها بین ͳوابستگ

به توجه با مͳ دهیم. انجام را متغیرها میان استقلال فرضیه برای

ͳاستقلال هیچ و مͳ شود رد متغیرها میان استقلال فرضیه ،١ جدول

وابسته هم به شدیداً داده ها و ندارد وجود بورس متغیر سه این میان

برای ٢ جدول در را ͳجفت اسپیرمن ρ و کندال τ ضرایب هستند.
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Έی نشان دهنده ی مقادیر این کرده ایم. محاسبه متغیرها زوج تمام

از که زمان این هستند. بورس داده های میان مثبت ͳوابستگ نوع

که کنیم ͳبررس باید کردیم، حاصل اطمینان داده ها میان ͳوابستگ

برازش نی΋ویی آزمون ازاین رو مͳ باشد. آن ها مناسب مفصل کدام

فرانک، کلایتون، گامبل، مفصل های برای را مایس ون کرامر

به دست آمده، مقدار −p به توجه با دادیم. انجام نرمال و ،ͳت جو،

نشان ٣ جدول در نتایج است. مناسب داده ها برای ͳت مفصل فقط

درستنمایی تابع مقدار و کائی΋ه آ مقادیر حال است. شده داده

آزمون از ͳناش نتیجه گیری از تا کردیم، محاسبه داده ها برای را

فرمول از کائی΋ه آ کنیم. حاصل اطمینان مایس ون کرامر استقلال

و متغیرها تعداد k آن در است. به دست آمده AIC = ٢k − ٢ ln l

و کمتر کائی΋ه آ مقدار چه هر مͳ باشد. درستنمایی تابع مقدار l

نیز بار این است. مناسب تر مدل باشد، بیشتر درستنمایی تابع مقدار

آزمون نتایج ͳدرست بر ͳدرست بر تأییدی و بود مناسب ͳت مفصل

است. ۴ جدول در نتایج است.

دادیم. نمایش ۵ جدول در را ͳجهت اسپیرمن ρ و کندال τ ضرایب

،ͳجهت ͳوابستگ اندازه محاسبه برای شد، گفته قبلا̈ که همان طور

باید را (٢٠١٢) یوبدا و کوئسادا مقاله از ٢ قضیه ͳدرست ابتدا

سه بعدی مفصل از استفاده با قضیه آن در آن ها کنیم. ͳبررس

نتیجه گیری مثبت ͳوابستگ جهت مورد در دوبعدی حاشیه های و

مذکور قضیه از جهت پن; در فقط مقاله این داده های مͳ کردند.

جهت پن; این برای فقط را ͳوابستگ اندازه بنابراین کردند، صدق

اسپیرمن و کندال ͳجهت ͳوابستگ اندازه بودن مثبت مͳ کنیم. محاسبه

ͳموردبررس متغیر سه که معناست بدان (−١−,١−,١) جهت برای

جهت برای اندازه این همچنین مͳ یابد. کاهش باهم هم راستا

کاهش را ͳمال ضعف اگر ͳیعن مͳ باشد، مثبت نیز (−١, ١, ١)

این یافت. خواهیم بیشتری ملموس دارایی و انباشته سود دهیم،

برای است. شده ͳمنف دیΎر، جهت سه برای ͳوابستگ اندازه دو

که مͳ شود، تفسیر صورت این به (١−,١, ١) و (−١, ١−,١) جهت

انباشته سود دهیم، کاهش را ملموس دارایی و ͳمال ضعف اگر

ملموس دارایی کاهش با (١, ١−,١) جهت در مͳ یابد. کاهش نیز

به فقط این و مͳ رسیم کمتری انباشته سود و کمتر ͳمال ضعف به

حاصل نتایج مͳ باشد. ͳجهت ͳوابستگ اندازه این بودن ͳمنف دلیل

همان طور است. آمده ۶ جدول در ͳدم ͳوابستگ اندازه محاسبه از

ضریب اندازه است. ١ و ٠ بین عددی اندازه این مͳ دانیم که

میان ͳیعن است. نزدیΈ تر ١ عدد به بالا و پایین ͳدم ͳوابستگ

نمودارها، از بنابراین دارد. وجود مثبت ͳوابستگ ساختار داده ها

که رسیدیم نتیجه این به مختلف ͳوابستگ اندازه های و آزمون ها،

مناسب مفصل و دارد وجود مثبت ͳوابستگ نوع Έی داده ها میان

است. ͳت مفصل داده ها،

نتیجه گیری و بحث ۶

شرکت ١١٠ بورس داده های از متغیره سه تحلیل مقاله این هدف

هستیم ͳمختلف ابزارهای نیازمند منظور این برای است. بوده تجاری

بودن، وابسته هم به داده ها ازآنجایی که شود. آسان تحلیل کار تا

چه که اینجاست سؤال ͳول دیدیم. مناسب کار این برای را مفصل

انتخاب داده ها این برای باید ͳوابستگ ساختار نوع چه با و ͳمفصل

مشاهده برای نمودار چند از باید مطالعه ابتدای در ازاین رو کنیم.

به را بخش Έی بنابراین کرد. استفاده داده ها ͳوابستگ ساختار

با تنها ͳول پرداختیم. مناسب نمودار چند سازوکار بیان و ͳمعرف

مناسب مفصل انتخاب و نهایی نتیجه گیری به نمͳ توان آن ها مشاهده

آزمون از اینجا در است. دیΎری ابزارهای به نیاز بنابراین رسید.

کردیم. استفاده مفصل چند برای مایس ون کرامر برازش نی΋ویی

نرمال و ،ͳت جو، فرانک، کلایتون، گامبل، آزمون مورد مفصل های

بورس داده های به ͳت مفصل تنها که مͳ شود مشاهده است. بوده

نیست، ͳکاف استقلال برای آزمون این از استفاده فقط شد. برازش

را آن ها و گرفتیم کار به را درستنمایی تابع و کائی΋ه آ مقادیر پس

بود. داده ها مناسب ͳت مفصل نیز مرحله این در کردیم. مقایسه باهم

شد، برازش بورس متغیره سه داده های به که ͳمفصل شناسایی از بعد

ͳدم و ͳجهت ͳوابستگ اندازه از اعم مختلف ͳوابستگ اندازه چند

اندازه به کارگیری با کردیم. محاسبه داده ها بر دقیق تر تحلیل برای

یافت. هم به نسبت را متغیرها سه تایی رفتار مͳ توان ͳجهت ͳوابستگ

کرد ͳپیش بین مͳ توان متغیرها از هرکدام افزایش و کاهش با ͳیعن

در ،ͳدم ͳوابستگ اندازه داشت. خواهد رفتاری چه دیΎر متغیر که

مقاله این در بنابراین مͳ دهد. اطلاعات دم در داده ها رفتار مورد

بیان تفضیل به را متغیره سه وابسته داده های برای ͳبررس روش Έی

این از استفاده با کنیم. برازش آن ها به مفصل Έی توانستیم و کردیم

محاسبه را متغیرها این توزیع تابع مͳ توان اس΋لار قضیه و مفصل

را غیره و مختلف فرض های آزمون و اطمینان فاصله آن با و کرد

داد. انجام ͳبه راحت متغیره چند وابسته داده های برای
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و ͳمال ضعف انباشته، سود و ͳمال ضعف داده  برای راست به چپ از ترتیب به بورس داده های پراکنش نمودار :١٠ ش΋ل

مͳ باشد. ملموس دارایی و انباشته سود و ملموس، دارایی

بورس داده های K نمودار :١١ ش΋ل
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Abstract:

A copula function is a useful tool in identifying the dependency structure of dependent data and thus fitting an appropriate

joint distribution to the data. In this paper, stock exchange data, including three variables of financial weakness, accumu-

lated profit, and tangible assets related to 110 Iranian companies from 2006 to 2010, are analyzed relating to the copula

functions, and especially a three-dimensional distribution is fitted into this data. We use various tools to examine the type of

dependencies between data, including scatter plots, chi-square charts, and Kendall charts. We also consider the directional

and tail dependencies of the data and calculate the dependence coefficients of Kendall and Spearman. Finally, we perform

a goodness of fit test for some well-known copulas to get the appropriate copula function of the available stock data of this

article.

Keywords: Copula function, Tail and directional dependency, Chi- and Kendall plot.

1azadeh.fallah@mail.um.ac.ir
2Corresponding author: grmohtashami@um.ac.ir
3sadeghpour@um.ac.ir
4m-amini@um.ac.ir


	مقدمه
	مروری بر وابستگی بر اساس مفصل
	وابستگی جهتی بردارهای تصادفی
	اندازه وابستگی دمی چند متغیره

	نمودارهایی برای تشخیص ساختار وابستگی
	نمودار کای
	نمودار کندال یا K 

	مثال‌ها
	تحلیل داده‌های بورس بر اساس ویژگی‌هایی از مفصل
	بحث و نتیجه‌گیری

