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  چکیده

و با در نظر گرفتن  یزوژئومتریکا یلبر اساس روش تحل یتیکامپوز یهبا شکل دلخواه چندلا يها و ارتعاش آزاد پوسته یکیاستات هاي یلتحل

 -یب يکسر یریکنواختغ یهاز توابع پا ،یقتحق ینبه کار رفته در ا یزوژئومتریکمقاله است. در روش ا ینموضوع ا ،یبرش هاي ییرشکلتغ

احتساب  يمجهول استفاده شده است. برا یرهايمتغ زدن یبتقر یزهندسه پوسته و ن یفتعر يمختلف برا يها  (نربز) از مرتبه یناسپلا

 يعلاوه بر سه درجه آزاد یشنهادياستفاده شده است. در روش پ یندلینم -یزنررا یهنظر یامرتبه اول  یبرش یهاز نظر یبرش هاي ییرشکلتغ

پوسته از  یانبردار نرمال سطح م یقمنظور محاسبه دق به ینمستقل و همچن یچرخش يدرجه آزاد ود یفتعر يبرا ییمربوط به جابجا

معادل استفاده شده است. از آنجا که  یهلا تک یهاز نظر یهچندلا يها پوسته یلدر تحل ینهمچن؛ مفهوم نقاط مهار استفاده شده است

مقاله است،  ینا یجزو اهداف اصل یتیکامپوز یهبا شکل دلخواه چندلا هاي در حل پوسته یزوژئومتریکا یلو دقت روش تحل ییکارا یبررس

روش  ییدقت مطلوب و کارا یدمؤ ،بدست آمده یجاست. نتا یدهگرد یسهمنابع موجود مقا یرآورده شده و با سا يمتعدد عدد يها مثال

  است. یشنهاديپ

  .یکیاستات یلتحل ؛یزنررا -یندلینم یهنظر ؛یزوژئومتریکروش ا ؛یتیکامپوز يها پوسته ؛یزوالکتریکپ یعملگر برش :کلمات کلیدي
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Abstract 

Investigation of effects of the piezoelectric shear actuator on the static response of cross-ply laminated 
composite smart shells by using the isogeometric approach is the subject of this paper. In the analysis of 
laminated smart shells, the Mindlin-Reissner theory (first-order shear deformation theory) is used. The 
isogeometric approach has here been employed that utilizes the Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) 
of various orders to approximate the variables defining the geometry of smart shell as well as the unknown 
functions. In this research, the effect of different boundary conditions on structural transverse deformation by 
applying electric field has been studied. In the considered cases, smart shells possess two simply supported 
parallel edges while the other two edges are considered as a combination of free, clamped or simple 
supports. Also, study of the shear effects of the piezoelectric actuator on various factors, including the radius 
of curvature of the shell as well as the simultaneous mechanical and electrical loadings are amongst the 
objects of this article. To demonstrate the efficiency and accuracy of the isogeometric approach in the study 
of shear effects of the piezoelectric actuators, several numerical examples are presented and the obtained 
results indicate the desirability of the proposed approach. 

Keywords: Piezoelectric Shear Actuator; Composite Shells; Isogeometric Approach; Reissner-Mindlin Theory; 
Static Analysis. 
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  مقدمه -1

و ساخت  یدر طراح یمهم هاي یشرفتپ یراخ يها در سال

 یلو وسا ها یکشت ها، یلاتومب ،همچون اي یشرفتهپ يها سازه

 یتحولات در بعض یناست که امروزه ا یرفتهپرنده صورت پذ

 ی. بحث معرفشود یهوشمند  شناخته م يها موارد با نام سازه

شد.  اغد یاربس یلاديهوشمند بعد از دهه هفتاد م يها سازه

 ها یزوالکتریکبه پ توان یم ،هوشمند يها سازه یناز جمله ا

 یلتبد يمواد برا یبرخ ییتوانا یزوالکتریکاشاره نمود. اثر پ

 ینو بالعکس است که ا یکیالکتر يبه انرژ یکیمکان يانرژ

مواد در  یناز پرکاربردتر یکیبه  یلها را تبد خاص، آن یژگیو

 يکرده است. عملگرها حسگرها و عملگرها ینهزم

 یکیهستند که با اعمال ولتاژ الکتر یلیوسا ،یزوالکتریکپ

نوع  ینکاربرد ا یشترین. بدهند یماز خود نشان  ییجا جابه

که از اعمال  گیرد یها نشأت م آن یاز مود کشش ،عملگرها

عملگر   یدگیبا جهت قطب يمواز یکیالکتر یدانم

استفاده  یعرض شکل ییرتغ یجادبه منظور ا یزوالکتریک،پ

عملگر  يها . به علت گستره استفاده از وصلهشود یم

 يبرا یقمدل دق یکها،  ها و پوسته ورق يرو یزوالکتریکپ

 یدمدل با یناست. ا یازها مورد ن سازه گونه ینا یزخ يساز مدل

مجهز به وصله عملگر  يها سازه یزخ یبررس یتقابل

  را داشته باشد. یزوالکتریکپ

 یبرش ياز عملگرها موسوم به عملگرها یگريد نوع

 یدو تول شکل ییرتغ یجادا یتهستند که قابل  یزوالکتریکپ

نوع از عملگرها،  ینا یرا دارند. در مود برش ییبالا یروهاين

در نظر گرفته  یدگیعمود بر جهت قطب یکیالکتر یدانم

 يدارا ،یتیکامپوز يها سازه يساز و مدل یل. تحلشود یم

مورد  ،هستند یکه شامل مود برش یزوالکتریکپ یعملگر برش

  اند. قرار گرفته ها سازه ینا ینسبت به مود کشش يتوجه کمتر

 یدهصورت سطوح انحنادار د که به ییها سازه تمامی

 يها ها در واقع سازه پوسته نام دارند. پوسته ،شوند یم

مختلف  هاي ینههستند که در زم يپرکاربرد یاربس یمهندس

دارند  یفراوان يو هوافضا کاربردها یکمکان یمهندس ،از جمله

 هایی یهمتشکل از مواد مرکب نظر يها پوسته یل]. در تحل1[

 یهبه نظر توان یها م آن ینحاکم است که از ب یمختلف

 اي یرمجموعهکه زاشاره کرد ] 2مرتبه اول  [ یبرش ییرشکلتغ

که  یمرتبه اول برش یهمعادل  است. نظر یهلا تک یهاز نظر

دقت  یندر ع ،است یزن یزنررا - یندلینم یهمعروف به نظر

 يها ر روشینسبت به سا يکمتر یباتمحاس ینهمناسب، هز

  تراز خود دارد. هم

پاسخ  خواص مؤثر و بینی یشپ يرو  پژوهش

 يو عدد یلیبه دو روش تحل تواند یهوشمند م هاي یتکامپوز

از مسائل به  یاريبس یلی. از آنجا که حل تحلیردصورت گ

 يها در سال ،دردسترس نبوده یاريبس هاي یتمحدود یلدل

مورد  یزوژئومتریکا یلبه نام تحل یمناسب يروش عدد یر،اخ

روش  ین]. ا3قرار گرفته است [ ینهزم ینا نشمنداناستفاده دا

نسبت به  یمحاسبات هاي ینهبالا و کاهش هز یلاز دقت تحل

  برخوردار است. يعدد يها روش یگرد

 ییها پژوهش یبرش هاي یزوالکتریکپ یلتحل يراستا در

 يبرا یقیمدل دق ،]4و همکاران [ یهمانجام شده است. آلدرا

در  یزوالکتریکمجهز به عملگر پ یرت یکیاستات یزخ یبررس

کنترل فعال  ،]5ارائه نمودند. رجا و همکاران [ یحالت برش

 ثراتبا درنظر گرفتن ا یتیکامپوز یهچندلا یرهايارتعاشات ت

قرار دادند. ول و  یعملگرها را مورد بررس یو برش یخمش

 يها ورق يا خمش استوانه يبرا یقیحل دق ،]6همکاران [

صفحه  یلرا ارائه نمودند. تحل یعملگر برش يدارا یهچندلا

 ،یدر حالت خمش یزوالکتریکمجهز به عملگر پ یتیکامپوز

 رانو همکا ین] صورت گرفت. ت7و همکاران [ یهمتوسط آلدرا

مرتبه  يبا استفاده از روش المان محدود و توسعه تئور ،]8[

 یو ارتعاش یکیرفتار استات یبررس يبرا یمدل یاول برش

و  یرارائه نمودند. خد یزوالکتریکمجهز به پ یتیصفحه کامپوز

 یقدق یکیاستات یلتحل يپژوهش خود را رو ،]9همکاران [

. بنجدو و دمتمرکز نمودن یتیکامپوز یهچندلا يها پوسته

 یلبا استفاده از روش المان محدود به تحل ،]10همکاران [

 یبرش یزوالکتریکبا پ یچیچرخان ساندو يها پوسته

  پرداختند. 

مرتبه اول  یهبا استفاده از نظر ،]11و همکاران [ لیو

 يها و ورق یرهات يبدون المان را برا ینروش گلرک ی،برش

کار بردند.  به یزوالکتریکپ يها با وصله یهچندلا یتیکامپوز

 يها ورق ارتعاش آزاد یلتحل ،]12و اورلاندو [ یلازوم

 یلنمودند. تحل یهوشمند را بررس یمضخ یهچندلا یتیکامپوز

 يها ورق ینامیکیارتعاش آزاد و کنترل د یکی،استات

با استفاده از روش المان محدود  دار یزوالکتریکپ یتیکامپوز

] انجام گرفت. ساراوانوس و 13وان و همکاران [-توسط فانگ

و استفاده از روش  اي یهلا يبا استفاده از تئور ،]14همکاران [
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 پیزوالکتریکی یتیکامپوز يها ورق یلالمان محدود به تحل

با استفاده از  یتیکامپوز یچیساندو يها ورق یلپرداختند. تحل

 یزوژئومتریکو استفاده از روش ا یبرش يمرتبه بالا يتئور

وان و - . فانگیرفت] صورت پذ15و همکاران [ ینتوسط نگو

 يها ورق یلبه تحل یگري،د ] در پژوهش16همکاران [

و عملگر  راز حسگ هایی یهبا لا یهچندلا یتیکامپوز

و روش  یبرش يمرتبه بالا يبا استفاده از تئور یزوالکتریکپ

در  یپژوهش ،]17[ یو حسن یکوییپرداختند. ن یزوژئومتریکا

شده از  یدهپوش یتیکامپوز یهچندلا يها ورق یلتحل ینهزم

و  یزوژئومتریکا یلبا استفاده از تحل یزوالکتریکپ هاي یهلا

  .ندانجام داد یزنررا -یندلینم یهنظر

 يرو یزوالکتریکعملگر پ یاثرات برش یرمقاله، تأث ینا در

 چینی یهبا لا یتیکامپوز یهچندلا يها پوسته یکیرفتار استات

با استفاده از روش  یزوالکتریکپ هاي یهمتعامد و مجهز به لا

. شود یم ینربز بررس یهاز توابع پا یريگ و بهره یزوژئومتریکا

که  شوند یارائه مسازه  ستاتیکیابتدا، معادلات حاکم بر رفتار ا

 ین. سپس ااستوار هستند یمرتبه اول برش یهبر اساس نظر

نربز  یهبر توابع پا یمبتن یزوژئومتریکمعادلات توسط روش ا

 ین. هدف از اگردند یپوسته حل م يمرز یطانواع شرا يبرا

 يها سازه يرو یزوالکتریکعملگر پ یاثرات برش یمقاله، بررس

گوناگون،  يمرز یطکه با درنظر گرفتن شرا است يا پوسته

 یزمان و بررس هم یکیو بار الکتر یعرض یکیوجود بار مکان

پوسته صورت  يانحنا ییرمختلف به همراه تغ یهمرتبه توابع پا

  .گیرد یم

  

  و نربز یناسپلا - یب -2

ها باید با فضاي پارامتریی  ها و نربز اسپلاین - براي توصیف بی

بعد از بردار گرهی  آشنا شد که براي معرفی آن در یک

Ξ = {��,��,…, ������ اي  مجموعه ��شود که  استفاده می {

از اعداد حقیقی غیر نزولی است و فضاي پارامتري را به 

هی، توابع پایه با داشتن بردار گرکند.  هایی تقسیم می بخش

pاز مرتبه  (�)�,��اسپلاین  -بی =  )1(صورت رابطه  به 0

  :]18[ شوند تعریف می

)1(  ��,�(�)= �
��				اگر									1 ⩽ � ⩽ ����

در	غیر	این	صورت																		0
 

p	اسپلاین براي  -توابع پایه بی > با توجه به روابط  0

 شوند: ) بیان می2صورت رابطه ( بازگشتی به

��,�(�)=
� − ��
���� − ��

��,���(�) 

)2(  														+
����� � − �

��� �� � − ����
����,���(�) 

هاي چندلایه  از آنجا که این پژوهش حول محور پوسته

شود. یک  است، فقط به بیان روابط سطوح نربز بسند می

 qاز درجه  �و در جهت  pاز درجه  �سطح نربز که در جهت 

 شود: ) بیان می3رابطه (صورت  باشد، به

)3(  �(�,�)= � � ��,�(�,�)��,�

�

���

�

���

 

که در دو جهت  استشبکه نقاط کنترلی  {�,��}که در آن 

توابع پایه  ��,���ها و  وزن {�,��}همچنین  ؛تعریف شده است

روي بردارهاي گرهی تعریف باشند که  اسپلاین می -بی

  ) بیان شده است:4در رابطه ( �,��همچنین  اند؛ شده

)4(  ��,�(�,�)=
��,�(�)��,�(�)��,�

∑ ∑ ��,�(�)��,�(�)��,�
�
���

�
���

 

  

  یتیکامپوز يها معادلات حاکم بر پوسته -3

هاي چندلایه  در این بخش، معادلات حاکم بر پوسته

کامپوزیتی با شکل دلخواه و شکل ضعیف معادلات دیفرانسیل 

اساس نظریه تغییرشکل برشی مرتبه اول یا حاکم بر 

ها  فرض بر این است که لایه .شود رایزنر بیان می -میندلین

کاملا بهم چسبیده، الاستیک و اورتوتروپیک با مقدار 

  جایی و کرنش کوچک باشند. جابه

  

  جایی میدان جابه -1- 3

مرتبه اول برشی   هاي پوسته بر اساس نظریه در ایجاد المان

) بیان 5صورت رابطه ( رایزنر، بردار موقعیت به - میندلین

  :]19[ شود می

� = �
�
�
�
�= � ��(�,�)��

�

���

+ �� ��(�,�)���
ℎ�
2

�

�� �

 

)5(   

 ،معادله این راست سمت اول ترم ،)5( رابطه به توجه با

 پوسته ضخامت گر بیان دوم، ترم و پوسته میان سطح گر بیان

 ضخامت �ℎام، �مختصات نقطه کنترلی  �� در آن کهاست 

 ���مختصات راستاي ضخامت است.  [1	1−]��پوسته و 
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است که  )6(رابطه  بردار نرمال دقیق نقطه مهار مربوطه

  شود: ) بیان می6صورت رابطه ( به

)6(  ���=
�,� × �,�

��,� × �,��
 

که مبتنی بر توابع نربز و نقاط  بندي حاضر در فرمول

پوسته  است، از آنجا که نقاط کنترلی بر سطح میانکنترلی 

طور مستقیم بردارهاي متعامد را  توان به لذا نمی ،قرار ندارند

. جهت رفع این مشکل، یک کرد روي نقاط کنترلی تعریف

تواند مورد استفاده قرار گیرد. بدین منظور،  الگوي نگاشت می

سطح  هر نقطه کنترلی به یک نقطه در فضاي فیزیکی و روي

این  يها ترین روش شود. یکی از ساده پوسته نگاشته می میان

اي از سطح  نوع نگاشت، نگاشت هر نقطه کنترلی با نقطه

 ،که کمترین فاصله را با آن دارد. اشکال این روش است میانی

هزینه محاسباتی زیاد آن است. براي پیدا کردن چنین 

کار  وتن بهاي باید یک روش تکراري مانند جستجوي نی نقطه

گرفته شود. این هزینه با ریزتر شدن شبکه به سرعت افزایش 

یابد. در این پژوهش از روش مذکور به علت هزینه بالاي  می

محاسباتی صرف نظر شده و از یک الگوي ساده استفاده 

شود. نگاشت مورد استفاده بدین صورت است که براي هر  می

شود. البته  ظر مینقطه کنترلی یک نقطه در فضاي گرهی متنا

یک قرار ندارند.  به توجه شود که این نقاط در یک تناظر یک

توان نقطه متناظر هر  صورت قرار دادي می با این حال، به

د. براي هر تابع کرنقطه کنترلی را روي فضاي گرهی تعریف 

=�� ، نقطه مهار که با�,�� پایه نمایش داده  ����,����

  ) قابل تعریف است:7بطه (صورت را شود، به می

)7(  ���= �
���(���) �⁄ اگر	�	فرد	باشد																										

1

2
����(�) �⁄ + ���(�) �⁄ اگر	�	زوج	باشد			�

 

چنانچه ملاحظه ) بدست خواهد آمد. 7نیز مشابه رابطه ( ���

شود که براي توابع از  شود، این تعریف طوري انجام می می

ها و براي درجات زوج این  همان گرهدرجه فرد نقاط مهار 

 بردار ،همچنین ؛هاي گرهی قرار گیرند نقاط مرکز دهانه

 :شود می بیان) 8( صورت رابطه به جایی جابه

� = �
�
�
�
�= � ��(�,�)�

��
��
��

�

�

���

 

)8(  																					+�� ��(�,�)��
ℎ�
2
�
��
��
�

�

�� �

 

باشند و  چرخش متناظر با بردارهاي جهتی می �βو  �αکه 

μ�= [−v�� v��] صورت  بردارهاي جهتی هستند که به

 شود: ) بیان می9رابطه (

)9(  ���= �� × ���				,				���= ���× ��� 

پایه از دستگاه  ي بردارهاي یکه �eو  �e� ،e) 9که در رابطه (

  مختصات کلی هستند.

  

  میدان کرنش - 2- 3

 در کرنش تعریف بردن کار به و کوچک هاي کرنش فرض با

 جایی جابه-کرنش رابطه بعدي سه خطی الاستیسیته محدوده

  :شود می بیان) 10( رابطه صورت به کلی مختصات در

{��� ��� ��� ��� ��� ���}� 

=D{�,� �,� �,� �,� �,� �,� �,� �,� �,�}� 

)10(   

Dکه  =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 است. 

 مشتقات محاسبه به نیاز ها کرنش محاسبه براي

) 11( رابطه صورت به z و x، y پارامترهاي به نسبت جایی جابه

 .است

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
�,�
�,�
�,�
�,�
⋮
�,�⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

= �

��� � �

� ��� �

� � ���
�

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
�,��
�,��
�,��
�,��

⋮
�,��⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

)11(  													= �

���
�� � �

� ���
�� �

� � ���
��

�

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
�,�
�,�
�,�
�,�
⋮
�,�⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

 المان از تبدیل �� پایه، المان مختصات �� و ̂� ،�� آن در که

 فضاي از تبدیل �� و ))12(رابطه ( پارامتري فضاي به پایه

 ؛))13(رابطه ( است مسئله فیزیکی فضاي به پارامتري

 تعریف) 14( رابطه صورت به که است ژاکوبین � همچنین

  :شود می

  
��:	���,�̂,�������

المان	پایه

				⟶ 	{�,�,�}�����
فضاي	پارامتري
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  � =
��

2
(�� − ��)+

1

2
(�� + ��) 

  � =
�̂

2
(�� − ��)+

1

2
(�� + ��) 

)12(  �= �� 

  و

  
��:	{�,�,�}�����

فضاي	پارامتري

				⟶ 	{�,�,�}�����
فضاي	فیزیکی

 

)13(  �
�
�
�
�= � ��(�,�)��

�

���

+ �� ��(�,�)���
ℎ�
2

�

���

 

 و

�= ������ = �

�,�� �,�� 0

�,�� �,�� 0

0 0 1

��

�,� �,� �,�
�,� �,� �,�
�,� �,� �,�

� 

)14(   

  

روابط ساختاري با درنظر گرفتن اثر برشی  -3- 3

  پیزوالکتریک

اي معمولا از ترکیب چندین لایه  هاي چندلایه کامپوزیت

شوند. رابطه  اورتوتروپیک با جهات الیاف گوناگون ساخته می

امین لایه اورتوتروپیک با فرض ناچیز �کرنش براي -تنش

���بودن تنش عمودي در راستاي ضخامت (یعنی  =  ) و در0

تصات هاي برشی پیزوالکتریک در دستگاه مخ نظر گرفتن ترم

 :است) 15صورت رابطه ( ) بهx,y,zکلی (

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
���
���
���
���
��� ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫
(�)

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
���� ���� ���� 0 0

���� ���� ���� 0 0

���� ���� ���� 0 0

0 0 0 ���� ����
0 0 0 ���� ����⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
(�)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

���
���
���

��� − ���
�

��� − ���
� ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫
(�)

 

)15(  

دستگاه  امین لایه به�یافته مواد از  هاي انتقال ثابت ����که 

هاي برشی ناشی از اثر برشی  مختصات کلی هستند و کرنش

  شوند: ) تعریف می16صورت رابطه ( پیزوالکتریک به

)16(  ���
� = ����������	,���

� = ���������� 

میدان  ��ضریب برشی پیزوالکتریک و  ���که در آن 

  الکتریکی در راستاي ضخامت است.

توان  می ،)17هاي بدست آمده از رابطه ( به تنشبا توجه 

) و M)، ممان خمشی (Nهاي نیروهاي غشایی ( منتجه

  ) بدست آورد:17صورت رابطه ( ) را بهQنیروهاي برشی (

�

���
���
���

� = � �

���
���
���

�d�

� �⁄

�� �⁄

 

�

� ��

� ��

� ��

� = � �

���
���
���

��d�

� �⁄

�� �⁄

 

)17(  �
���
���

�= � �
���
���

�d�

� �⁄

�� �⁄

 

گیري در  ) و انتگرال17) در (15بعد از جایگذاري رابطه (

راستاي ضخامت پوسته کامپوزیتی چندلایه این روابط 

هاي غشایی و خمشی ساده  ) براي منتجه18صورت رابطه ( به

  شوند: می

)18(  �
�
�= �

� �
� ��

��
��
��
� 

، �کرنش خمشی است و  ��کرنش غشایی و  ��که در آن 

) بدست 19هاي سختی هستند که از رابطه ( ماتریس ��و  �

  آیند: می

  
)19(  

����,���,���
� �= � (1,�,��)����d�

� �⁄

�� �⁄

;		 

		�,�= 1,2,6 

بیان ) 20( با رابطههاي نیروهاي برشی عرضی  منتجه

  :شود می

)20(  �
���
���

�= ���
��� ���
��� ���

��
���
���

�− �
���
�

���
� � 

و  ���، ���معرف ضریب تصحیح برشی است و  ��که در آن 

  گردند: ) تعریف می21صورت رابطه ( به ���

)21(  ���= � ����d�

� �⁄

� � �⁄

										�,�= 4,5 

  شوند: می بیان) 22رابطه ( باهاي تنشی پیزوالکتریک  منتجه

  ���
� = � �������

� d�

� �⁄

�� �⁄

 

)22(  ���
� = � �������

� d�

� �⁄

�� �⁄
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  تقریب میدان الکتریکی - 4- 3

میدان الکتریکی از تغییر میدان پتانسیل الکتریکی حاصل 

شود. میدان پتانسیل الکتریکی با جداسازي هر لایه  می

هایی در راستاي ضخامت تقریب زده  پیزوالکتریک به زیرلایه

شود. با فرض خطی بودن تغییرات تابع پتانسیل الکتریکی  می

)، پتانسیل الکتریکی 2زیرلایه و با توجه به رابطه (در هر 

  شود: ) تقریب زده می23صورت رابطه ( به

)23(  ��(z)= �
� � � 

�که 
بردار توابع پایه براي پتانسیل الکتریکی است که در  �

pآن  = �است.  1 �= [���� هاي  بردار پتانسیل [��

امین زیرلایه �) ����و پایینی ( )��الکتریکی سطوح بالایی (

�است و  = ها در راستاي  تعداد زیرلایه ���که  ���,…,1,2

ضخامت لایه پیزوالکتریک است. براي هر المان زیرلایه، 

  ) بدست آید:24صورت رابطه ( تواند به می �میدان الکتریکی 

)24(  � = −∇ �
� � �= −���

� 

ضخامت لایه ها در راستاي  با افزایش تعداد زیرلایه

یابد و تقریب  پیزوالکتریک، دقت میدان الکتریکی افزایش می

  شود. میدان تقریب دقیقی می

  

  شکل ضعیف معادلات -5- 3

شکل ضعیف مدل استاتیکی پوسته کامپوزیتی چندلایه 

) بیان 25صورت رابطه ( تواند به رایزنر می -هوشمند میندلین

  شود: می

  � �−
1

2
���+

1

2
��� + ��� − ����dΩ

��

��

 

)25(  													+ � ���� − � � ��� = � 

 ��و  �� پتانسیل الکتریکی، 	�جایی مکانیکی، جابه � که

نیز بارهاي  �� و �� اي مکانیکی و نیروهاي سطحی و نقطه

میدان این رابطه  در اي الکتریکی هستند. سطحی و نقطه

توابع  	�الکتریکی پتانسیلو میدان  �جایی مکانیکی  جابه

) و 8ها به ترتیب در روابط ( مجهول هستند که تقریب آن

اند. با جایگذاري این میادین تقریب و در  ) بیان شده23(

 ) بدست خواهد آمد:26) رابطه (25رابطه (

)26(  �
��� � ��

��� ���
��
�
��= �

��
��
� 

=��که در آن  [�� �� �� �� ��]
بردار درجات  �

هاي سختی و جرم  است و ماتریس �آزادي براي نقطه کنترلی 

  شوند: ) بیان می27به صورت رابطه (

  
��� = � ��

����d�
�

 

��� = � ��
�����d�

�

	 

)27(  ��� = − � ��
� ���d�

�

	 

���که  = �� و ��� = [�� ��   است. [	��

پوسته چندلایه با وجود جایی ایجاد شده در  مقدار جابه

عملگر برشی پیزوالکتریک و اعمال میدان پتانسیل الکتریکی 

  ) بدست خواهد آمد:28از رابطه (

)28(  � = ���
��(�� − ����) 

��در صورت عدم اعمال نیروي خارجی ( = ) بر پوسته و �

جایی هر  تنها اعمال میدان پتانسیل الکتریکی مقدار جابه

  آید: ) بدست می29صورت رابطه ( بهنقطه کنترلی 

)29(  � = −���
��� ���  

  

  نتایج و بحث -4

در این پژوهش، کارایی روش تحلیل عددي مطرح شده در 

هایی از عملگر برشی  هاي کامپوزیتی چندلایه با لایه پوسته

هایی نشان داده شده است. در ابتداي کار  پیزوالکتریک با مثال

بعد ورق و پوسته کروي با اعمال ولتاژ  تغییرشکل عرضی بی

د مرتبه توابع بررسی شده است. در ادامه، تأثیر عواملی مانن

پایه، شعاع انحناي پوسته، شرایط مرزي گوناگون و بارگذاري 

توامان مکانیکی و الکتریکی مورد بحث قرار گرفته است. نتایج 

p)بدست آمده با  + 1) × (q +  ؛نقطه گوسی هستند (1

=��� ،ها همچنین در تمامی مثال در نظر گرفته شده  10

هاي  هاي مختلف پوسته براي حل مثالهمچنین،  ؛است

اي و  چندلایه کامپوزیتی هوشمند با چیدمان شش لایه

، شرایط هندسی با توجه [90	0	PZT	PZT	90	0]چینی  لایه

  ) در نظر گرفته شده است:30به شرح رابطه ( 1به شکل 
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هاي  به ترتیب بیانگر لبه Lو  B ،R ،T(نمادهاي  Ryو  Rxهاي انحناي  اي هوشمند با شعاع دوانحنایی لایه نمایی از پوسته - 1شکل 

  پایین، راست، بالا و چپ هستند)

  

  � = �		, � �⁄ = 5		, � ℎ⁄ = 10		, 

)30(  �� = 5 6⁄ 			, �� = 0°		, 

براي هر دو لایه پیزوالکتریک است. ماده  ��که در آن زاویه 

اپکسی  -هاي کامپوزیتی کربن مورد استفاده براي لایه

T300/5208  ؛آمده است 1است که خواص آن در جدول 

 ،همچنین ماده پیزوالکتریک مورد استفاده در این مقاله

PZT5H  آمده است. 2است که خواص آن در جدول  

هاي  هاي چندلایه در مثال تغییرشکل عرضی پوسته

��موجود با استفاده از رابطه  =
��

������
بعد بیان  صورت بی به 

ولتاژ به کار رفته در راستاي ضخامت  ��شوند که در آن  می

همچنین هر دو لایه پیزوالکتریک با  ؛لایه پیزوالکتریک است

  شوند. دو ولتاژ یکسان و مثبت تحریک می

گیري از روش تحلیل ایزوژئومتریک در تحلیل  بهره

چینی  هاي چندلایه کامپوزیتی هوشمند با لایه خمشی پوسته

هاي پیزوالکتریک برشی مسیر را هموار  متعامد و وجود لایه

شرایط مرزي حاکم در مسائل با درنظر گرفتن کرده است. 

شرط مرزي ساده در دو لبه موازي دلخواه و همچنین در دو 

و یا  )C( )، گیردارFلبه دیگر ترکیبی از شرایط مرزي آزاد (

 شود: ) اعمال می31صورت رابطه ( ) بهSساده (

F:	��� = ��� = � �� = � �� = ��� = 0 

C:	� = � = � = � = � = 0 

)31(  S:	� = � = � =	��� = � �� = 0 

ها در شرایط مرزي  گذاري لبه نکته قابل ذکر نحوه نام

صورت  BRTLصورت  به 1مختلف است که با توجه به شکل 

  گیرد. می

  

  (ورق) مثال اول - 4-1

��بعد ورق ( در این مثال، تغییرشکل عرضی بی = �� = ∞ (

که دو لایه آن را عملگر پیزوالکتریک کامپوزیتی شش لایه 

)، تحت اعمال ولتاژ مورد 1دهد (شکل  برشی تشکیل می

بردارهاي گرهی مورد استفاده در بررسی قرار گرفته است. 

Ξصورت  این مثال به = Ηو  {0,0,1,1} = بیان  {0,0,1,1}

) نقطه کنترلی مدل شده 2(شکل  8×8این ورق با  شوند. می

همچنین وزن نقاط کنترلی در اینجا براي تمامی نقاط ؛ است

هاي  شرایط مرزي در لبهیک در نظر گرفته شده است. 

x = 0,a هاي صورت ساده و در لبه به 	y = 0,b صورت  به

  گرفته نظر در )31( رابطه در شده بیان شرایط از ترکیبی

  

  
  8×8سازي ورق با شبکه نقاط کنترلی  مدل -2شکل 

0 

90 

PZT 

PZT 

0 

90 

R
x
 

R
y
 

b a 

h 

T 

L B 

R 

y 

z 

x 
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شرایط مرزي گوناگون  3شده است که با توجه به شکل 

SCSC ،SCSS ،SSSF  وSFSF مشخصات استفاده شده است .

  آمده است. 2و  1در جداول مواد مورد استفاده 

عملگر  شود، یمشاهده م 3طور که در شکل  همان

 SCSC يبا شرط مرز یهدر ورق چندلا یبرش یزوالکتریکپ

 یناند. ا نموده یجادا یمثبت و منف یعرض ییرشکلتغ

y حول محور ییرشکلتغ = b  که یپادمتقارن است. زمان ⁄2

 ییرشکلتغ ،گیرد یقرار م SCSS يورق تحت شرط مرز

 به لبه تحت یکآن نزد دارمق یمممثبت است و ماکز یعرض

 یهلبه آزاد ورق چندلا ییرشکلساده است. تغ يشرط مرز

 یشترینکامل مشهود است که ب SSSF يمرز یطتحت شرا

 ینهمچن؛ لبه اتفاق افتاده است یندر هم یزن ییجا مقدار جابه

 نسبت به SFSF يورق با شرط مرز يبرا یعرض ییرشکلتغ

y محور = b مقدار خود را در  یشترینپادمتقارن است و ب ⁄2

  آزاد دارد. يها لبه

با تعداد کمی از  مشخص است، 3که از شکل  طور همان

نقاط کنترلی و توابع پایه مرتبه سه، روش پیشنهادي پاسخ 

که  ]20[قابل قبولی ارائه نموده است که در مقایسه با مرجع 

 حل تحلیلی این دست از مسائل را بیان کرده است، در

) با شرایط مرزي �����بعد ( بیشینه تغییرشکل عرضی بی

  ).3دهد (جدول  ارائه میگوناگون همگرایی بسیار مناسبی 

  

 ]T300/5208 ]7اپکسی  -خواص ماده کربن - 1جدول 

  مشخصه مقدار

132 (GPa)�� 

8/10 (GPa)�� 

65/5 (GPa)��� 

65/5 (GPa)��� 

38/3 (GPa)��� 

24/0 ��� 

  

    
SCSC  SCSS  

    
SSSF  SFSF  

��بعد ورق ( تغییرشکل عرضی بی - 3شکل  = �� = نربز  3و استفاده از توابع مرتبه  [��	�	���	���	��	�]چینی  ) با لایه∞

  SFSFو  SCSC ،SCSS ،SSSFبا شرایط مرزي 
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  ]PZT5H ]7خواص ماده پیزوالکتریک  - 2جدول 

  مشخصه مقدار

2/127 (GPa)��� 

2/127 (GPa)��� 

44/117 (GPa)��� 

2/80 (GPa)��� 

67/84 (GPa)��� 

67/84 (GPa)��� 

23 (GPa)��� 

23 (GPa)��� 

5/23 (GPa)��� 

12 -10×741 (m V⁄ )��� 

  

 ) ورق�����( بعد تغییرشکل عرضی بیبیشترین  -3جدول 

  ]20[مرجع   کار حاضر  شرایط مرزي

SCSC  184/0  188/0  

SCSS  589/0  592/0  

SSSF  299/0  307/0  

SFSF  292/0  295/0  

  

  مثال دوم (پوسته کروي) -4-2

 شکل بعد پوسته کروي شکل عرضی بی در این مثال، تغییر

)R� = R� = Rعملگر ي با دولایه اي ) کامپوزیتی شش لایه 

سازي و  پیزوالکتریک برشی تحت اعمال ولتاژ که براي مدل

) 4(شکل  11×11تحلیل این سازه از شبکه نقاط کنترلی 

نشان داده شده است.  5استفاده شده است، در شکل 

صورت  به ،بردارهاي گرهی مورد استفاده در این مثال

Ξ = Ηو  {0,0,0,1,1,1} = است.  اعمال شده {0,0,0,1,1,1}

سازي اولیه پوسته کروي وزن نقاط کنترلی که در  در مدل

مرکز انحناي پوسته (نقاط کنترلی به غیر از نقاط چهار گوشه 

شرایط در نظر گرفته شده است.  8/0اند  پوسته) واقع شده

yهاي  مرزي در لبه = 0,b ساده و در دو لبه دیگر x = 0,a 

شرایط  اینصورت ترکیبی از شرایط بیان شده است.  به

بر سازه پوسته  SFSFو  SCSC ،SSSC ،SSSFصورت  به

گردند. مشخصات مواد مورد استفاده در  کروي اعمال می

  آمده است. 2و  1جداول 

همانند مثال قبل، در این مثال نیز با شبکه کنترلی و 

هاي  همگرایی نسبتا خوبی براي سازه 4مرتبه توابع پایه 

آمد که اي با استفاده از روش ایزوژئومتریک بدست  پوسته

 ]20[آمده مرجع  نتایج حاصل از این مثال نیز با نتایج بدست

مقایسه شده است که مصداق دقت بالاي روش پیشنهادي 

  .)4(جدول  است

  

  )يا مثال سوم (پوسته استوانه - 4-3

بعد  مثال، همانند مثال قبل، تغییرشکل عرضی بیدر این 

��اي ( پوسته استوانه = �,�� = ) کامپوزیتی شش لایه ∞

با دولایه عملگر پیزوالکتریک برشی تحت اعمال ولتاژ در 

بردارهاي گرهی مورد استفاده نشان داده شده است.  6شکل 

Ξصورت  اي به در پوسته استوانه = و  {0,0,0,1,1,1}

Η = سازي اولیه پوسته  در مدل شوند. معرفی می {0,0,1,1}

که در مرکز انحناي پوسته (نقاط  اي وزن نقاط کنترلی استوانه

اند،  هاي صاف پوسته) واقع شده کنترلی به غیر از نقاط لبه

هاي  شرایط مرزي در لبهدر نظر گرفته شده است.  707/0

x = 0,a  ساده و در دو لبه دیگرy = 0,b صورت به     

صورت  ترکیبی از شرایط بیان شده است. این شرایط به

SCSC ،SSSC ،SSSF  وSFSF  اي  سازه پوسته استوانهبر

از نقاط کنترلی براي  10×10گردند. شبکه  اعمال می

سازي و تحلیل این پوسته درنظر گرفته شده است.  مدل

قابل مشاهده  2و  1مشخصات مواد مورد استفاده در جداول 

  است.

    و  یمثال با شبکه کنترل ینهمانند مثال قبل، در ا

 يها سازه يبرا مناسبی یاربس ییهمگرا 4مرتبه  یهتوابع پا

 بدست یزوژئومتریکبا استفاده از روش ا يا پوسته استوانه

  .آمد

 یشنهاديبدست آمده با استفاده از روش پ یجنتا ینهمچن

 ] دارند20مرجع [ یلیتحل ایجبا نت یخوب یاربس یکینزد

  .)5(جدول 
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  11×11 کنترلی نقاط شبکه با کروي پوسته سازي مدل -4 شکل

  

) �����بعد ( بیشترین تغییرشکل عرضی بی -4جدول 

 پوسته کروي

  ]20[مرجع   کار حاضر  شرایط مرزي

SCSC  125/0  128/0  

SCSS  508/0  513/0  

SSSF  298/0  305/0  

SFSF  193/0  198/0  

  

  چهارممثال  -4-4

مرتبه توابع پایه،  ،در این مثال، تأثیر عوامل مختلفی از جمله

�تغییرات شعاع انحنا پوسته ( ) و شرایط مرزي گوناگون ⁄�

بعد پوسته کروي چندلایه با  بر بیشترین تغییرشکل عرضی بی

هایی از عملگر پیزوالکتریک برشی مورد بررسی قرار  لایه

آمده  6در جدول  ،گرفته است. نتایج حاصل از این بررسی

  است.

  

) �����بعد ( بیشترین تغییرشکل عرضی بی - 5جدول 

 اي پوسته استوانه

  ]20[مرجع   کار حاضر  شرایط مرزي

SCSC  149/0  153/0  

SCSS  619/0  623/0  

SSSF  293/0  301/0  

SFSF  259/0  264/0  

    
SCSC  SSSC  

  
  

SSSF  SFSF  
��بعد پوسته کروي ( تغییرشکل عرضی بی - 5شکل  = �� = و استفاده از توابع  [��	�	���	���	��	�]چینی  ) با لایه�

  SFSFو  SCSC ،SSSC ،SSSFنربز با شرایط مرزي  4مرتبه 
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�تحت ولتاژ  [��	�	���	���	��	�]عرضی پوسته کروي چندلایه با عملگر پیزوالکتریک برشی بعد  جایی بی جابه -6جدول  � 

  و شرایط مرزي گوناگون

  مرتبه  شرایط مرزي
� �⁄  

5  10  20  50  100  

SCSC  

2  0205/0 0204/0 0204/0 0204/0 0204/0 

3  0568/0 0563/0 0561/0 0560/0 0560/0 

4  1159/0 1149/0 1145/0 1144/0 1144/0 

5  1160/0 1150/0 1146/0 1144/0 1144/0 

  

SSSC  

2  0780/0 0880/0 0915/0 0927/0 0929/0 

3  2282/0 2622/0 2734/0 2769/0 2774/0 

4  5160/0 5987/0 6271/0 6358/0 6371/0 

5  5161/0 5988/0 6272/0 6358/0 6371/0 

  

SSSF  

2  0897/0 0959/0 0979/0 0986/0 0986/0 

3  2680/0 2885/0 2954/0 2974/0 2977/0 

4  6170/ 6685/0 6858/0 6911/0 6919/0 

5  6171/ 6686/0 6859/0 6911/0 6919/0 

  

SFSF  

2  0264/0 0276/0 0280/0 0281/0 0281/0 

3  0808/0 0845/0 0858/0 0862/0 0863/0 

4  1898/0 1987/0 2017/0 2027/0 2028/0 

5  1899/0 1988/0 2018/0 2028/0 2029/0 

  

شود، با افزایش مرتبه توابع  می مشاهدهطور که  همان

ها براي  که در آن این تغییرشکل 5پایه، با توجه به شکل 

تر  ، پاسخ به مقادیر دقیقاند شدهنشان داده  4توابع پایه مرتبه 

شود که خیز بیشینه  شود. از این جدول مشاهده می همگرا می

کاملا یکسان هستند؛  5و  4پوسته کروي با توابع مرتبه براي 

شود که  همچنین با افزایش شعاع انحناي پوسته دیده می

خوش تغییر  بعد دست بیشترین مقدار تغییرشکل عرضی بی

  شود. نمی

  پنجممثال  -4-5

در این مثال نیز همانند مثال دوم، پوسته کروي چندلایه با 

چینی  هایی از عملگر پیزوالکتریک برشی با لایه لایه

[0	90	PZT	PZT	0	90] شرط مرزي ،SCSC  و ابعاد هندسی

البته با این  ) مورد بررسی قرار گرفته است؛31متناظر رابطه (

تفاوت که در این مثال، پوسته چندلایه تحت دو نوع 

بارگذاري مکانیکی و الکتریکی قرار گرفته است. بارگذاري 

Pصورت یک بار یکنواخت عرضی  مکانیکی آن به = 1kPa  بر
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. شود اعمال می zروي سطح بالایی پوسته و در راستاي محور 

بندي پوسته  رمولبراي اعمال این نوع بارگذاري از آنجا که ف

هاي دقیق در نقاط  صورت گفته شده در متن از بردار نرمال به

پوسته هستند  مهار (که تصویر نقاط کنترلی روي سطح میان

نماید، لذا براي اینکه بارگذاري عرضی در  ) استفاده می]21[

باید در کسینوس زاویه بین بردار نرمال  ،باشند zجهت محور 

اعمال  zضرب شوند تا در راستاي محور  zنقطه مهار و محور 

آن با مقادیر مختلفی از  همچنین، بارگذاري الکتریکی ؛وندش

Vولتاژ  = 0,10,50,100,200	volt هاي عملگر بر روي لایه 

Vشوند ( پیزوالکتریک برشی اعمال می = ). نمودار میزان ��

��(  شدهبعد  جایی عرضی بی جابه =
��

������
) خط مرکزي 

)y = b براي  7) پوسته کروي چندلایه در شکل ⁄2

هاي مکانیکی، الکتریکی و ترکیب هر دو نوع  بارگذاري

  بارگذاري ترسیم شده است.

شود، هنگامی که فقط بار  طور که مشاهده می همان

جایی عرضی در راستاي  شود، مقداري جابه مکانیکی اعمال می

−z آید. با افزایش مقدار ولتاژ اعمالی بر دو لایه وجود می به  

جایی ناشی از  رفته مقدار جابه عملگر پیزوالکتریک برشی، رفته

بار مکانیکی در یک طرف خنثی و معکوس و در طرف دیگر 

توان به نحوه  شود. علت این تغییر شکل را می تشدید می

توجه  SCSCشرط مرزي  5اعمال شرایط مرزي (به شکل 

شود) نسبت داد. توجه شود، هنگامی که فقط بارگذاري 

بعد خط مرکزي  جایی بی شود، مقدار جابه الکتریکی اعمال می

دقیقا یکسان  SCSCشرط مرزي  5پوسته کروي با شکل 

  شود. می

  

 نتایج و بحث -4

در این مقاله، به بررسی اثرات برشی عملگر پیزوالکتریک بر 

هاي کامپوزیتی چندلایه متعامد  پاسخ استاتیکی پوسته

رایزنر پرداخته شده  - گیري از نظریه میندلین هوشمند با بهره

است. با توجه به عدم وجود حل تحلیلی براي بسیاري از 

ددي هاي ع حل اي هوشمند، از بین راه هاي پوسته سازه

اند، روش تحلیل  متنوعی که تا به حال معرفی شده

ایزوژئومتریک که بر مبناي توابع پایه نربز استوار است، در این 

در این مطالعه، روش پژوهش مورد استفاده قرار گرفت. 

  

  
  

SCSC  SSSC  

  
  

SSSF  SFSF  
��اي ( بعد پوسته استوانه تغییرشکل عرضی بی - 6شکل  = �,�� = و استفاده از  [��	�	���	���	��	�]چینی  ) با لایه∞

  SFSFو  SCSC ،SSSC ،SSSFنربز با شرایط مرزي  4توابع مرتبه 
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هاي  بندي پوسته تحلیل ایزوژئومتریک در ترکیب فرمول

چندلایه هوشمند، با عملگر برشی پیزوالکتریک و روش 

کار رفته است،  میدان الکتریکی بهزیرلایه که در تقریب 

پیشنهاد گردید که در مقایسه با حل تحلیلی نتایج بسیار قابل 

 قبولی بدست آمد.

هاي کامپوزیتی با  در ابتدا، روابط حاکم بر پوسته

هایی از عملگر برشی پیزوالکتریک بدست آمد و سپس  لایه

تأثیر عملگر برشی روي ورق و پوسته کروي شش لایه با 

گاه ساده و  شرایط مرزي مختلف (دو لبه موازي با تکیه وجود

گاهی مختلف، مرکب از آزاد،  دو لبه دیگر با شرایط تکیه

گیردار و ساده) مورد بحث قرار گرفت و اثرات این شرایط 

بعد سازه مطالعه شد؛ همچنین  مرزي بر تغییرشکل عرضی بی

ع پایه اثرات تغییر شعاع انحناي پوسته به همراه تغییر تواب

 طور که مشاهده شد، با افزایش مورد بررسی قرار گرفت. همان

 شعاع انحناي پوسته، میزان بیشترین تغییرشکل عرضی سازه

با افزایش  ،شود. بعلاوه، ملاحظه گردید دچار تغییر اندکی می

یابد. در ادامه تاثیر  مرتبه توابع پایه، دقت حل افزایش می

کتریکی روي پوسته کروي زمان مکانیکی و ال بارگذاري هم

توان  مورد بررسی قرار گرفت و مشاهده گردید که می

تغییرشکل عرضی ناشی از اعمال بار گسترده را با اعمال ولتاژ 

  د.کربه عملگر برشی به نحو دلخواه کنترل 
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