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 چکیده 

ای برشیی و ممودی در نوایی نزدیک به لایههای بینوجود تمرکز تنش

ترین موامل  های ناییه اتصییاد در اتصییالار میرهمگن یکی ام مه لبه

ام این رو،  است.  بروم جدایش در این ناییه و به دنباد آن خرابی اتصاد  

های با دقت بالا ضییرورتی  مطالعه دقیق اثرار لبه با اسییتداده ام تروری

اسیییتدیاده ام تروری کیانترووی     در این یژوهش بیاانکیارنیایی یر اسیییت.  

ای ییک اتصیییاد نواری  لاییههیای مییانتنش  ایفتی  ننیدجملیهییاتوسیییعیه

مورد بررسیی قرار گرفته اسیت.  تحت کشیش محوری  میرهمگن  دوطرفه  

دوبعدی و شییرایم مرمی متنا ر با اسییتداده ام ا ییل  معادلار تعادد  

یداقل انرژی یتانسیییل کل اسییت راد گردیده اسییت. با انت ا  ید   

د در هر دو جهت با اسییتداده ام  اولیه مناسیی ، معادلار یاک  بر تعاد

نتایج روش متغیرهای فضای یالت و به  ورر تکراری یل شده است.  

برای این هندسیه  گرفته  یا یل ام این تروری با تحیییار قبلی  یورر

  دهد نتایج به دسیت آمده نشیان میسینجی شیده اسیت.  میایسیه و  یحت

نیایییه  مییانی    ب شدر  ای  لاییههیای بینبرخلاف مییادیر نیانیز تنشکیه  

های ناییه اتصیاد و افزایش تمرکز تنش،  با نزدیک شیدن به لبه  ،اتصیاد

ها در فوا یل بسییار کونکی  تنشاین  اثرار لبه منجر به افزایش شیدید  

تواند منجر به جدایش و  گردد. این افزایش شییدید تنش میها میام لبه

ی  کیه ترور خرابی اتصیییاد گردد. نتیایج این یژوهش ییاکی ام آنسیییت

ای  لاییههیای بینبینی و تحلییل تنشییشخوبی در    یکیانترووی  توانیای

   .نواری دوطرفه دارد  راتصالاهایی نظیر  سامه  در

 

 واژه های کلیدی

تنش توسیییعییه  ،ایلایییهبینهییای  تحلیییل  کییانترووی     یییافتیی تروری 

 میرهمگن  ای، یل تحلیلی، اتصاد نواری دوطرفهنندجمله

 

 مقدمه

ترین  منوان یکی ام یرکاربردترین و مسیتحک اتصیالار نسیبی بهامرومه  

وسیییم مورد اسییتدادن این     د. دامننشییواتصییالار شییناخته می   دسییت

 دریایی ینایم    اتصیالار در  ینایم م تلم مانند خودروسیامی، هوافضیا،

اهمیت و گسییتردگی این اتصییالار   یدهندهسییامی نشییانسییاختمان  و

اسیت. این دسیته ام اتصیالار در کنار معای  محدود و اندکی که دارند ام  

توان بیه ومن  ترین این مزاییا میمزاییای مییادی برخوردارنیدز ام جملیه مه 

. ملاوه بر ومن  [1]  ک  در میایسیه با سیایر اتصیالار مکانیکی اشیاره کرد

اتصییاد و تومیم تنش بهتر در طود    یایین، تمرکز تنش کمتر در ناییه

 که  باشییداتصییاد نیز ام مزایای اسییتداده ام اتصییالار نسییبی می   نایی

  ها و همچنین رونق آن  راتصییالا  این  گیر میاومتموج  افزایش نشیی 

 .شده استیی ، یرچ و جوش  مکانیکی  در میایسه با اتصالار  

 دقیق  ارمیابی  نیاممند  مناسی ،  نسیبی  اتصیاد  یک  و سیاخت  طرایی      

 به  ام  ییش  اما.  اسییت  آن  بینی امکارافتادگیییش  و  اتصییاد  اسییتحکا 

  یحی   بینیییش  باید  طراح  مناسی ،  امکارافتادگی  معیارهای  کارگیری

  نیایییه  در داخیل ایلاییهبین  هیایتنش  تومیم  ام  بیالا  دقیت  بیا  ت مینی  و

  تمرکز   نوایی مسیتعد  دیگر  نیز  و  ضی امت   و  طود  راسیتای  )در  اتصیاد

  ای لایهبین  هایتنش  تومیم  بررسیی  به اینکه  توجه  با  .باشید داشیته  تنش

  نیسییت،   ی یرامکان  تجربی  گیریاندامه  هایروش  و  آممایش  به وسیییله

 بیالا  بیا دقیت  میددی  ییا  تحلیلی  هیایروش  ام  بیایسیییتمی  منظور  بیدین

  اگرنه  محدود،  اجزای  روش  کمک به  مددی  سیامیشیبیه. کرد  اسیتداده

  شییمار به  ایسییامه  طرایی  و تحلیل ممینه  در  کاربردی  بسیییار  ابزاری

  بینی ییش  در  کیافی  دقیت  ام  تیریبی،  ییل  دلییل میاهییت  بیه امیا  رود،می

  اتصییالار   هایلبه  نزدیکی  در  خصییو   به  ایلایهبین  هایتنش  تومیم

 .[2]  نیست  برخوردار  نسبی

های  ییورر گرفته در این خصییو   با بررسییی ییشییین  یژوهش      

های اتصیالار  توان دریافت که موضیو  یل تحلیلی و بررسیی تنشمی

گران بوده اسیت و امرومه  نسیبی ام موضیومار مه  و قابل توجه یژوهش

اولین تحییییاتی که در   ام اهمییت میادی برخوردار اسیییت.همچنیان  نیز  

دهنده  گردد که نشیییانبام می  1938ه سیییاد  این ممینه انجا  گرفت ب

های  اگرنه ارائه اولین تروری  [.3]  باشدقدمت و اهمیت این موضو  می

باشید  تحلیلی گامی بسییار بزر  در شیناسیایی رفتار اتصیالار نسیبی می

که با کاهش    داشییتهای میادی  ها محدودیتتروری  این  هر کدا  اماما  

ها با رفتار ییییی اتصییاد  اختلاف نتایج یا ییل ام آن  در نتیجهدقت و  

ها در هندسی  اتصیاد محدودیت داشیتند و  همراه بود. تعدادی ام تروری

تعدادی نیز در خوا  مواد متصییل شییونده یا ضیی امت اتصییاد محدود  

 بودند.

سییامی اتصییالار  های جدید در مددارائه تروریبا  به مرور ممان و        

ها  تحلیلی این دسته ام اتصالار تعدادی ام این محدودیت نسبی و یل  

ثانی و  در همین راسیتا یوسیم  تری بدسیت آمد.رفم شید و نتایج دقیق
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ای یک  لایههای میانتنش  ،1ایبا استداده ام تروری لایه[  5و    4]طهانی  

لبه را در ابعاد م تلدی ام ضیی امت لای  اتصییاد نسییبی با هندسییه تک

ممودی و    مرضییِ  هایها با تحلیل دقیق تنشآن.  نسی  تحلیل کردند

بینی کنند و نتیجه گرفتند که برشییی توانسییتند رفتار اتصییاد را ییش

 دقت  ای موج  افزایشهای ریاضیییی در تروری لایهافزایش تعیداد لایه

بیا    [6]  شیییود. سیییلایی و همکیارانشمی  ام این ترورینتیایج ییا یییل  

مدلی ارائه کردند که   اسییتداده ام روش انرژی و تروری تیر تیموشیینکو

و شیییرایم مرمی    لبیه تحیت بیارگی اریقیابلییت تحلییل ییک اتصیییاد تیک

هیا بیا بییان این تروری توانسیییتنید محیدودییت ییل  آن  م تلم را دارا بود.

و    2ونی   بردارنید.  هیای م تلم راتحلیلی در شیییرایم مرمی و بیارگی اری

ای خا  که در طود خم اتصییاد با  با تحلیل هندسییه  [7]  همکارانش

  را   رفتار این اتصییاد  خوبیبهتغییر ضیی امت همراه اسییت توانسییتند  

های برشیی  تنش  3ای دوطرفهها با تحلیل اتصیاد یلهآن بینی کنند.ییش

های میدماتی در نظر گرفته های ممودیِ نسیی  که در یژوهشو تنش

[  8]بهرامی و همکیارانش  بینی کردنید.  ییششییید را بیا دقیت خوبی  نمی

در جهار    گیری ام یل مددی و یل تحلیلی توانسیتند تنشنیز با بهره

هایی خا  بررسیی کنند و همچنین اثر لبه را  م تلم را برای هندسیه

 بهبود بب شند.

با اسیتداده ام  برای اولین بار    4در این یژوهش، اتصیاد نواری دوطرفه      

قرار  ییافتیه ننیدجملیهتوسیییعیه  5کیانترووی تروری   ای مورد تحلییل 

تروری کانترووی  بدون اسیتداده ام تروری تیر و هی  گونه    اسیت.گرفته

و همچنین بدون هی  محدودیتی در ضی امت تیر، توانایی   تیلوربسیم  

روش کانترووی  اولین بار در سیاد  تحلیل انوا  اتصیالار نسیبی را دارد.  

همین نا  برای یل معادلار دیدرانسیییل    توسییم شیی صییی به  1958

برای اولین بیار تروری کیانترووی     6کِر [.9]  ای بیه کیار گرفتیه شیییدییاره

یافته را بیان کرد و ام آن در مسییائل م تلدی همچون خمش،  توسییعه

همچنین کِر برای توسیعه    [.10]  کمانش و ارتعاشیار آماد اسیتداده کرد

ای را  یافته نندجملهکانترووی  توسییعهبیشییتر روش کانترووی ، تروری  

نیز مطرح کرد کیه بیا افزایش دقیت این تروری در مییایسیییه بیا تروری  

ای  هرننید کیه روش کیانترووی  ننیدجملیه   ابتیدایی کیانترووی  همراه بود.

ییچیدگی سییادگی و یا  کند اما با توجه به تر ارائه میهایی دقیقیاسیی 

ای و ییا  جملیهام روش تیکتوان  معیادلار ییاک  بر هر مسیییرلیه می

در این یژوهش بیا توجیه بیه اینکیه روش    .ای اسیییتدیاده کردننیدجملیه

ای  ای توانایی یل دقیق را ندارد، ام روش کانترووی  نندجمله جملهتک

طور که بیان شیید در این یژوهش  همان  دوبعدی اسییتداده شییده اسییت.

اتصییییالار نسیییبی ام تروری   کیانترووی   برای اولین بیار در تحلییل 

یافته اسییتداده شییده اسییت. بهره بردن ام این تروری ملاوه بر  توسییعه

بیا دقیت بیالا نییامی بیه اسیییتدیاده ام هی  فر    یصیییود نتیایجی 

ای ندارد و همین موضییو  وجه تمایز ا ییلی این تروری با  کنندهسییاده

 باشد.گرفته قبلی در ممینه اتصالار نسبی میهای  ورریژوهش

 

 
1 Layerwise 
2 Wang et al. 
3 Double stepped lap joint 

 غیرهمگن  اتصالمدلسازی هندسی  

  ، میانی  شیوندهقطعه متصیلبه نحوی اسیت که دو    دوطرفه  اتصیاد نواری

  دهندهقطعه اتصیادبه وسییله دو    ،هاآن  بینبا وجود یک گپ کونک در 

. هندسیه این نو  ام اتصیاد در شیوندبه یکدیگر متصیل میام بالا و یایین  

 قابل مشاهده است.  1شکل  

 
 میرهمگن  دوطرفه اتصاد نواری هندسه : 1شکل 

 

و با  میانی    قطعهنظر کردن ام فا ییله گپ کونک بین دو  با  ییرف      

نیمی ام  توان  میتوجه به تیارن کامل اتصیاد تحت بار کشیشیی محوری،  

کاهش    مثانجا  این کار با.  مدد کرد  2را مانند شیکل    اتصیادهندسیه  

 2. مطابق شیکل  شیودمیگیر مدر ممان یل و انجا  محاسیبار  نشی 

میانی تحت تنش    قطعهو    𝑇مبدا دسیتگاه م تصیار در وسیم ضی امت  

در نظر گرفته شده است. برای است راد معادلار   𝜎𝑥محوری یکنواخت  

)نوایی     𝐼𝐼و    𝐼به دو قسیمت    این هندسیه  لام  اسیت تا  مددیاک  بر  

آن    دنبادو معادلار تعادد و به    شیدهتیسیی  اتصیاد   داخلی و بیرونی  

توابم جابجایی و تنش برای این دو قسمت بصورر مجزا است راد شود.  

  و   شیودقسیمت نوشیته می  ی ام این دومعادلار تعادد برای یکادامه،  در  

 .نیز بطور مشابه قابل است راد استبرای قسمت دیگر  
 

 
 اتصاد نواری دوطرفه میرهمگن متیارن تحت کشش محوری مدد : 2شکل 

 

 معادلات تعادل و شرایط مرزی

  توان ام ا ل یداقل برای است راد معادلار تعادد و شرایم مرمی می

انرژی یتانسیل و امماد ل  اساسی یسا  تغییرار استداده نمود. ا ل  

مجامی  جابجایی  ا ل  ام  خا ی  شکل  که  یتانسیل  انرژی    یداقل 

 کند که برای یک جس  ییوسته الاستیک که بیان می  ،شودمحسو  می

4 Double-sided strap joint 
5 Kantorovich 
6 Kerr 
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های متعارفی که شیرایم مرمی  باشید، هم  جابجاییتعادد می  تدر یال

 کنند، انرژی یتانسیییل جسیی  را کمینهو معادلار تعادد را ارضییا می

مبیارر میر بییان   شیییکیلتوان بیه  کننید. این ا یییل را می) یییدر  می

 :[11]کرد

(1  𝛿𝛱 = 𝛿(𝑈 + 𝑉) = 𝛿𝑈 + 𝛿𝑉 = 0 

  𝑉انرژی کرنشیی داخلی و    𝑈انرژی یتانسییل کل،   𝛱در این رابطه        
شییده توسییم نیروهای خارجی وارد بر جسیی  اسییت.  کار انجا   مندیِ

های واردشیییده بر نمونه هسیییتند که نیروهای خارجی همان بارگ اری

توانند مرضییی، محوری، خمشییی، برشییی و یا ییچشییی باشییند. در می

یکنواخت  کشییش  مسییرله یاضییر تنها نیروی خارجی موجود، نیروی  

. تغییرار انرژی کرنشیی داخلی جسی  نیز که  2شیکل  )محوری اسیت  

 :[12]شودمی  بیانبه  ورر میر    ،های داخلی جس  استناشی ام تنش

(2  𝛿𝑈 = ∭(𝜎𝑖𝑗  𝛿𝜀𝑖𝑗)𝑑𝑉

𝑉

 

برای بدست آوردن میادیر تنش و یا کرنش در هر جهت و بریس         

های تغییر مکان جداسیامی شیوند. در بایسیت مولدهمیدان جابجایی، می

نتیجیه مییدان جیابجیایی دوبعیدی در این تروری بیه  یییورر میر تعریم 

 گردد:می

(3  𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑢(𝑥, 𝑧) = ∑ 𝑢𝑖(𝑥) �̃�𝑖(𝑧)

𝑛

𝑖=1

 

𝑤(𝑥, 𝑧) = ∑ 𝑤𝑖(𝑥) �̃�𝑖(𝑧)

𝑛

𝑖=1

 

,𝑢(𝑥  آندر  کیه   𝑧)    و𝑤(𝑥, 𝑧)   ا بیه ترتیی  جیابجیایی هر نیطیه بی  

,𝑥)  م تصییار دل واه 𝑧) ر  ادر جه𝑥    و𝑧    اسییت. یارامتر𝑛    نیز بیانگر

ذکر  تعداد توابم مسیتیل جابجایی لام  برای یل مسیرله اسیت. لام  به

𝑛است که اگر   = ای،  جملهیافته تکباشد، روش را کانترووی  توسعه  1

𝑛و اگر   > ای  یافته نندجمله باشیید به آن روش کانترووی  توسییعه   1

توان روابم کرنش را  شیده میگویند. بر اسیا  میدان جابجایی ارائهمی

 به  ورر میر نوشت:

(4  

𝜀𝑥 =  ∑(𝑢𝑖
′(𝑥) �̃�𝑖(𝑧))

𝑛

𝑖=1

, 𝜀𝑧 =  ∑(𝑤𝑖(𝑥) �̃�𝑖
′(𝑧))

𝑛

𝑖=1

 

𝛾𝑦𝑧 = ∑(𝑣𝑖(𝑥) �̃�𝑖
′(𝑧))

𝑛

𝑖=1

, 𝛾𝑥𝑦 = ∑(𝑣𝑖
′(𝑥) �̃�𝑖(𝑧))

𝑛

𝑖=1

 

𝛾𝑥𝑧 = ∑(𝑢𝑖(𝑥) �̃�𝑖
′(𝑧) + 𝑤𝑖

′(𝑥) �̃�𝑖(𝑧))

𝑛

𝑖=1

 

که       آنجا  شکل    ام  مطابق  شده  وارد  بارگ اری  بارگ اری  2تنها   ،

یکنواخت 𝑥در    که  باشدمی  یمحوری  = 𝐿    میانی قطعه  وارد شده  به 

بارگ اری  𝛿𝑉، ت اس ام  خارجی  ناشی  میهای  تعریم  میر  -به  ورر 

 : [12]شود

(5  𝛿𝑉𝐴𝑥𝑖𝑎𝑙 = − ∫ 𝜎𝑥  𝛿𝑢(𝑥, 𝑧)|𝑥=𝐿 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 

  و  1اسیتداده ام رابطه )با    ،𝛿𝑈و    𝛿𝑉با توجه به روابم یا یله برای      

توان دو دسیییته معادل   بر اسیییا  ا یییل یداقل انرژی یتانسییییل می

  �̃�𝑖(𝑧)  و  �̃�𝑖(𝑧)  نوشیییت. اگر توابم  𝑧و    𝑥  جهیاردیدرانسیییییل در  

و    𝑥در جهت    میادیری معلو  فر  شییوند، دسییت  اود معادلار تعادد

 :بیان است ورر میر قابل  به  در این جهت  شرایم مرمی

(6   
𝛿𝑢𝑖 : −

𝑑𝑁𝑥
𝑖

𝑑𝑥
 + 𝑄𝑥1

𝑖 = 0 

𝛿𝑤𝑖 : −
𝑑𝑄𝑥

𝑖

𝑑𝑥
 + 𝑁𝑧

𝑖  = 0 

(7  𝑎𝑡 𝑥 = 0 𝑢𝑖 = 𝑤𝑖 = 0 
𝑎𝑡 𝑥 = 𝐿 𝑁𝑥

𝑖 = 𝑃𝑥
𝑖  , 𝑄𝑥2

𝑖 = 0 
 شوند: تعریم می  گونهاینهای تنش  منتجهدر روابم بالا        

(8  

(𝑁𝑥
𝑖 , 𝑁𝑧

𝑖 , 𝑄𝑥1
𝑖 , 𝑄𝑥2

𝑖 )

= ∫ (𝜎𝑥�̃�𝑖, 𝜎𝑧�̃�′, 𝜎𝑥𝑧�̃�′, 𝜎𝑥𝑧�̃�𝑖)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 

و شییرایم    𝑧جهت  در  معادلار تعادد  دسییته برای بدسییت آوردن        

  .معلو  فر  شیییونید   𝑤𝑖(𝑥)و    𝑢𝑖(𝑥)توابم  اسیییت    کیافی  نیزمرمی  

 :شودنتیجه میبنابراین  

(9  
𝛿�̃�𝑖: −

𝑑�̃�𝑖
𝑥1

𝑑𝑧
+ 𝑁𝑖

𝑥 − �̃�𝑖
𝑥 = 0 

𝛿�̃�𝑖: −
𝑑𝑁𝑖

𝑧

𝑑𝑧
+  �̃�𝑖

𝑥2 = 0 

(10  𝑎𝑡 𝑧 = ±ℎ/2  𝑁𝑧
𝑖 = �̃�𝑥1

𝑖 = 0 

 شوند: ورر میر تعریم میهای تنش بهمنتجهدر این روابم        

(11  

(𝑁𝑥
𝑖 , 𝑁𝑧

𝑖 , �̃�𝑥1
𝑖 , �̃�𝑥2

𝑖 )

= ∫(𝜎𝑥𝑢𝑖
′

𝐿

0

, 𝜎𝑧𝑤𝑖 , 𝜎𝑥𝑧𝑢𝑖 , 𝜎𝑥𝑧𝑤𝑖
′)𝑑𝑥 

های جابجایی، بایسییتی  ابم تعادد بر یسیی  تر یاد برای ارائه رو      

با    بنابراین  .کرنش در م تصییار ا ییلی ماده نوشییته شییود-روابم تنش

 یورر میر تعریم ارتباط بین تنش و کرنش به  اسیتداده ام قانون هوک

 :[13]گرددمی

(12  [𝜎] = [𝐶][𝜀] 

 یییورر میر تعریم  بیه mاده  برای هر می   [𝐶]  میاتری   این رابطیهدر   کیه

 شود:می

(13  𝐶𝑚 =
𝐸𝑚

1 − 𝜈𝑚
2

[

1 𝜈𝑚 0
𝜈𝑚 1 0

0 0
1 − 𝜈𝑚

2

] 

 ، روابم  13  در رابطیه )4جیابجیایی )-بیا جیایگی اری روابم کرنش      

هایی که آید. در نهایت با جایگ اری منتجهجابجایی بدسیییت می-تنش

به ،   9و )   6ها هستند در رابطه )جابجایی و مشتیار آنبریس  توابم  

  𝑧و   𝑥در جهیت   هیای جیابجیاییمعیادلار تعیادد بریسییی  تر ترتیی   

ذکر است که سیست  معادلار یا ل، شامل  . لام  بهبدست خواهد آمد

2𝑛  باشد.در هر جهت می  کویل  معادله دیدرانسیل 

(14  

∑(−𝑇11
𝑖𝑗

𝑢𝑗
′′ −  𝑇14

𝑖𝑗
𝑤𝑗

′ +  𝑇22
𝑖𝑗

𝑢𝑗 +  𝑇23
𝑖𝑗

𝑤𝑗
′)

𝑛

𝑗=1

= 0 

∑(−𝑇32
𝑖𝑗

𝑢𝑗
′ − 𝑇33

𝑖𝑗
𝑤𝑗

′′ +  𝑇41
𝑖𝑗

𝑢𝑗
′ +  𝑇44

𝑖𝑗
𝑤𝑗)

𝑛

𝑗=1

= 0 
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(15  

∑(−�̃�11
𝑖𝑗

�̃�𝑗
′′ −

𝑛

𝑗=1

�̃�14
𝑖𝑗

�̃�𝑗
′ + �̃�22

𝑖𝑗
�̃�𝑗 + �̃�23

𝑖𝑗
�̃�𝑗

′) = �̃�𝑥
𝑖 

∑(−�̃�32
𝑖𝑗

�̃�𝑗
′ −

𝑛

𝑗=1

�̃�33
𝑖𝑗

�̃�𝑗
′′ + �̃�41

𝑖𝑗
�̃�𝑗

′ + �̃�44
𝑖𝑗

�̃�𝑗) = 0 

𝑇𝑟𝑠  ای ام ثوابتنمونه      
𝑝𝑞  تعریم شده است  میر  در رابطه: 

(16   𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 𝑇11
𝑖𝑗

= ∫ 𝐶11
𝑚�̃�𝑖�̃�𝑗

ℎ/2

−ℎ/2

 𝑑𝑧 

میدد متدیاوتی    میادهبرای هر    بوده وگر جن  میاده  بییان  𝑚  کیه در آن

  . هسییتند  بیانطریق مشییابه قابلنیز به  𝑧جهت  معادلار  . ثوابت  اسییت

، روش  𝑧ذکر اسیت که برای بدست آوردن یل معادلار در جهت  بهلام 

[ کیه در آن بیه تحلییل  14]  شیییده در مییالیه طهیانی و همکیارانشمعرفی

تنش دیسیک دوار یرداختند، اسیتداده شیده اسیت. این روش نحوه امماد  

 یییورر همزمان با  ها را بهروش ییوسیییتگی جابجایی و تنش بین لایه

𝑧یایینی یعنی شیرایم مرمی سیطوح بالایی و   = ±ℎ/2  کند بیان می

𝑘)ا  و    𝑘که در یژوهش یاضییر برای مرم لایه   + به  ییورر میر   (1

 .[14]  شودبیان می

 هاییوستگی جابجایی-

(17  �̃�𝑖
(𝑘)

|𝑧=𝑧𝑘+1
=  �̃�𝑖

(𝑘+1)
|𝑧=𝑧𝑘+1

 

�̃�𝑖
(𝑘)

|𝑧=𝑧𝑘+1
=  �̃�𝑖

(𝑘+1)
|𝑧=𝑧𝑘+1

 
 هاییوستگی تنش-

(18  �̃�𝑥1
𝑖  (𝑘)

|𝑧=𝑧𝑘+1
=  �̃�𝑥1

𝑖  (𝑘+1)
|𝑧=𝑧𝑘+1

 
𝑁𝑧

𝑖  (𝑘)
|𝑧=𝑧𝑘+1

=  𝑁𝑧
𝑖  (𝑘+1)

|𝑧=𝑧𝑘+1
 

، معادلار دیدرانسیییل  مسییرله یاضییربا امماد روش کانترووی  در        

شیوند.  یاک  تبدیل به دو سیری معادلار دیدرانسییل معمولی میجزئی  

اسیییت تا توابم جابجایی در یک آمده، لام  برای یل معادلار بدسیییت

و در مریله    جهت ید  مده شییوند و توابم جهت دیگر بدسییت آیند

توان  آمده در مریل  اود میبعدی با اسییتداده ام توابم جابجایی بدسییت

تا یصیود همگرایی  باید  این روند    .جابجایی جهت دیگر را بدسیت آورد

نید، بیا فر   معلو  فر  شیییو  𝑧اگر توابم جیابجیایی جهیت   ادامیه ییابید.

توان  متغیرهیای ییالیت، دسیییتگیاه معیادلار ییاک  را بیه فر  کلی میر می

 نشان داد:

(19  {𝑋}′ = [𝐴]{𝑋} + {𝐹} 

𝑇𝑝𝑞با توجه به ضییرای  ثابت        
𝑖𝑗  16در معادله )  هاای ام آننمونه  که   

   19توان نشییان داد که یل ممومی معادله )می  ،ه اسییتتعریم شیید

 :[15]   ورر میر استبه

(20  {𝑋} = [𝑈𝑥][𝑄(𝑥)]{𝐾} 

 شود: ورر میر تعریم میبه  [𝑄(𝑥)]ماتری   در آن  که 

(21  [𝑄(𝑥)] = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑒𝜆1𝑥, 𝑒𝜆2𝑥, … , 𝑒𝜆4𝑛𝑥) 

𝜆𝑚(𝑚   21  و )20)  روابمدر         = 1,2, … ,4𝑛)    و[𝑈𝑥]     به ترتی

  در رابطه   {𝐾}بردار    هسیتند. [𝐴]میادیر ویژه و بردارهای ویژه ماتری   

که ام شیرایم مرمی تعریم شیده در   اسیت  شیامل ثوابت مجهولی  20)

𝑥مرمهیای   = 0, 𝐿 جهیت معیادلار   .آینیدبیدسیییت می𝑧    بیه طریق  نیز

 ،تما  محاسیبار ریاضییدر یژوهش یاضیر    باشید.مشیابه قابل یل می

  و همچنین تحلییل این روابم نیز   سیییامی روابم تروری کیانترووی یییاده

و خروجی ییا یییل ام آن در افزار متلی  انجیا  شیییده  در محیم نر 

 نمودارهای ادامه میاله آمده است.
 

 ، بحث و بررسینتایج

این مسیییرله مطابق  های وارد بر  با توجه به شیییرایم مرمی و بارگ اری

های  نتایج مددی برای تنشدر ادامه  و    معادلار یل شیییده  ،2شیییکل  

گزارش    خطوط اتصییاد  طوددر   ممودی و برشییی   مرضیییای )لایهبین

اتصیییاد تحیت بیار کشیییشیییی یکنواخیت بیه مییدار  اسیییت.    شیییده

𝜎𝑥 = 1000 𝑘𝑁/𝑚    قرار دارد. طود قسیمت𝐼    متر و  سیانتی 3برابر با

مطابق    در نظر گرفته شیده اسیت.متر  سیانتی  4برابر با   𝐼𝐼طود قسیمت  

به ترتی  برابر    کنندهشیونده و متصیلقطعار متصیلضی امت   1شیکل  

𝐻1 = 16 𝑚𝑚 و  𝐻2 = 2 𝑚𝑚 در مجمو  ضی امت کل    وباشید  می

T   جن  و خوا  مکانیکی  .  اسیتمتر  سیانتی  2برابر با    ناییه اتصیاددر

 ارائه شده است.  1این اتصاد در جدود    مددمواد استداده شده در  
 

 نواری دوطرفه   : خوا  مکانیکی مواد استداده شده در اتصاد1جدود 

  بیرونی  ارقطع میانی ارقطع

 جن  ماده  فولاد آلومینیو 

𝐸 = 70 𝐺𝑃𝑎 𝐸 = 207 𝐺𝑃𝑎  کشسانی مدود 

𝜐 = 0.34 𝜐 =  ضری  یواسون  0.3
 

 

 
   تومیم تنش مرضی ممودیتعداد جملار مستیل در  همگرایی: 3شکل 

 

ترین ییارامترهیای تیاثیرگی ار در دقیت و همگرایی ییل  ام جملیه مه       

شیییده برای معادلار  به روش کانترووی ، تعداد جملار مسیییتیل فر 

تاثیر تعداد جملار در دور آخر تکرار بر    3جابجایی اسییت. در شییکل  

محل خم اتصیاد بالایی ارائه شیده  روی تومیم تنش مرضیی ممودی در 

اسیت. شیایان ذکر اسیت که با اضیافه شیدن تعداد جملار و به تبم آن  

های تعریم شییده در ب ش قبلی، مدر  توجه ابعاد ماتری افزایش قابل

توجیه  ییابید، امیا این کیار موجی  افزایش قیابیلممیان ییل قیدری افزایش می

یج ییش بینی شیده با  شیود. به مبارر دیگر اگرنه نتاها میدقت یاسی 

توانید بیه درسیییتی این تروری بیا تعیداد ییک جملیه مسیییتییل نمی

کننده رفتار اتصییاد باشیید، با افزایش تعداد جملار مسییتیل،  بینیییش

 شود.  تومیم تنش به سرمت به تومیم واقعی همگرا می
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 )الم  

 
   ( 

الم  تنش   : بررسی همگرایی نتایج یا ل ام تکرار یل معادلار،4شکل 

 مرضی ممودی و    تنش مرضی برشی 
 

ملاوه بر تعیداد تر ، تعیداد تکرار رونید ییل نیز در نتیجیه نهیایی تیاثیر       

 یورر دقیق در تابم  بینی رفتار بهبسیزایی دارد. ام آنجا که امکان ییش

توان به یاسییی  یا یییل ام دور اود تکرار  ید  اولیه وجود ندارد، نمی

ونید ییل در دورهیای متوالی  رو، بیا انجیا  تکرار  بسییینیده کرد. ام این ر

ها و دقت نتایج اطمینان یا ییل نمود. در توان ام همگرایی یاسیی می

های مرضییی ممودی و برشییی در خم  همگرایی تومیم تنش  4شییکل  

 شود.جمله مستیل در یل معادلار مشاهده می  نهاراتصاد بالایی با  

  ،نتایج یا یل ام یژوهش یاضیر سینجی همچنین، به منظور  یحت      

جمله مسیتیل در   نهاربا  ممودی و برشیی  مرضیی  ای  لایهینبهای  تنش

ثانی و  با نتایج یژوهش یوسییمتکرار    سییو معادلار جابجایی و در دور  

ام تروری لاییه16همکیاران ] اسیییتدیاده    ای برای همین منظور[ کیه 

ین شیکل  طور که در اهمان  میایسیه شیده اسیت. 5در شیکل  اند،  کرده

قابل مشیاهده اسیت، با میایسیه تومیم تنش ممودی یا یل ام دو روش  

توان گدت تروری کانترووی  در تما  طود خم اتصییاد  مورد اشییاره می

بینی کندز  های مرضییی ممودی را با دقت بالایی ییشقادر اسییت تنش

های اتصاد، بین تومیم تنش مرضی برشی یا ل  اگرنه در نزدیکی لبه

ای تا یدودی اختلاف )ناشیییی ام موامل  کانترووی  و لایه  هایام تروری

 متعددی نظیر خطاهای مددی و یا اثرار لبه  وجود دارد.  
 

 بندیگیری و جمعنتیجه

با محاسیبار ک  روش کانترووی     دهد کهنشیان مینتایج به دسیت آمده  

  اتصییاد  ای درلایههای بینتحلیل تنشدر  و سییرمت بالا، توانایی خوبی  

ها را در نایی  اتصاد با  تواند تنشنواری دوطرفه میرهمگن داشته و می

اختلاف موجود بین نتیایج ییا ییییل ام  بینی کنید.  دقیت خوبی ییش

های ناییه اتصیاد را، که ای در مجاورر لبههای کانترووی  و لایهتروری

توان بیا  هیا اسیییت، میمتیاثر ام اثرار لبیه و تکینگی تنش در نزدیکی لبیه

افزایش تعیداد جملار مسیییتییل، افزایش تعیداد تکرار و انت یا  توابم  

تر کاهش داد. افزون بر این، برای اسیییت راد و یل  یدسیییی مناسییی 

 معادلار به کمک این تروری، ریاضیار بسیار ییچیده موردنیام نیست.

 

 
 )الم  

 
   ( 

بالایی و  در خطوط اتصاد  مرضی ای لایه های بینتنشتومیم  میایسه : 5شکل 

 ، الم  تنش ممودی و    تنش برشی ]16[ای یایینی با نتایج تروری لایه 
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