
 

 

 ی مکمل خط یدهایبا ق ریزی خطییک الگوریتم محورگیری برای برنامه 

 3و جواد محمدنیا2رضا قنبری، 1خاطره قربانی مقدم

 khu.ac.irk.ghorbni@، عضو هیئت علمی موسسه تحقیقات ریاضی دکتر مصاحب، دانشگاه خوارزمی، تهران، ایران 1

 rghanbari@um.ac.ir، علوم ریاضی، دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایرانعضو هیئت علمی دانشکده  2

 دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران  ارشناسی ارشدمقطع کآموخته دانش 3

 
 

 چکیده

 LCPP   تحقیق در عملیات هستند. های پرکاربرد در رشته جز مساله   (LPCC) 1ریزی خطی با قیدهای مکمل خطیهای برنامه مساله 

دهد که ، وقتی رخ میکنیم. این حالت خاص بررسی می را LCPP، یک حالت خاص از هستند. در این مقاله  NP-hardهای جز مساله  

𝑥𝑝، یعنی  بخواهیم حاصلضرب دو متغیر صفر شوند  𝑥𝑚 = شود. از جمله سازی پدیدار میحالت در بسیاری از مسایل بهینه  این  .0

ها را به صورت مسائل خطی یا مسایل صفر و یک بیان کرد. برای حل این مساله یک  توان آنمسایلی که شامل قدرمطلق هستند که نمی

 سازی خواهیم کرد.هالگوریتم شاخه و کران ارایه خواهیم کرد و در پایان الگوریتم را روی مثالی عددی پیاد

 ریزی صفر و یک، الگوریتم شاخه و کران. ریزی خطی، قیدهای مکمل خطی، برنامه برنامه کلمات کلیدی: 

 مقدمه -1

 ریزی خطی با قیدهای مکمل خطی به شکل زیر است:مساله برنامه

{
 
 

 
 min𝑔

𝑇𝑥,                                                                                                       
𝑠. 𝑡.,                                                                                                                 

𝑎𝑖
𝑇𝑥 ≥ 𝑏𝑖 ,                                                           𝑖 =   1   , ⋯ ,𝑚,         

0 ≤ (𝑎𝑖
𝑇𝑥 − 𝑏𝑖) ⊥ (𝑎𝑝+𝑖

𝑇 𝑥 − 𝑏𝑝+𝑖) ≥ 0,       𝑖 = 𝑚 + 1,⋯ ,𝑚 + 𝑝.

 

 

𝑥که در آن   ∈ ℝ𝑛  علامت .𝑦 ⊥ 𝑧    به این معنی است که𝑦    عمود بر𝑧    .که در حالت برداری به صورتاست  𝑦𝑇𝑧 =  و   0

𝑦𝑧  برای مقادیر اسکالر به صورت = توان نامعادلات را دوباره مرتب کرد به  ، میشود. بدون از دست دادن کلیتمی  نوشته  0

 . [2] شرط مکمل قرار گیرند 𝑝نامعادله آخر در    2𝑝  طوری که

𝑎𝑖  هاینامعادله
𝑇𝑥 ≥ 𝑏𝑖    برای   را  𝑖 = 1,⋯ ,𝑚  برای و  استاندارد  𝑖  قیدهای  = 𝑚 + 1,⋯ ,𝑚 + 𝑝    مکمل قیدهای 

، نیز بیان کرد.  ها آمیخته باشدتوان با قیدهای تساوی یا حالتی که شرایط مکمل آن ، این مسایل را مینامیم. در حالت کلیمی

 گیریم. به شکلی که ذکر شد در نظر می را LCPPبرای راحتی مسائل 

LCPP   ای )سلسله مراتبی( است. یک برنامه  سازی مرتبهتوان به بهینهکه از آن جمله می  [1.3,4,5] فراوانی دارد کاربردهای

های سطح پایین نیز ممکن است چند زیر ی سطح پایین داشته باشد و خود مساله تواند چندین مسالهمی  2ایسازی مرتبهبهینه

گیریم که تنها یک ای را در نظر میدر اینجا مساله مرتبه ، ولیداد  نمایش LCPP توان آن را با چند ، که میمساله داشته باشد

 ، مساله زیر را خواهیم داشت:مساله سطح پایین دارد. به عبارتی 
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 min

x,y
, 𝑐𝑇𝑥 +∑ℎ𝑖

𝑇
𝑦𝑖 

𝑟

𝑖=1

,                                                                                                       

𝑠. 𝑡.,                                                                                                                                         

𝐴𝑥 +∑𝐵𝑖𝑦𝑖
𝑟

𝑖=1

≥ 𝑏,                                                                                                              

𝑦𝑖 ∈ 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑣𝑖  𝑑
𝑖𝑇𝑣𝑖 +

1

2
(𝑣𝑖)

𝑇
𝑄𝑣𝑖 ,                                                         (1)            

𝑠. 𝑡.,                                                                                                                                    

𝐶𝑖𝑣𝑖 ≥ 𝑔𝑖 − 𝐹𝑥 − ∑ 𝐺𝑖𝑦𝑖,                                                                               

𝑖≠𝑗,𝑗=1

                                                                                     

 

 

𝑥به طوری که   ∈ ℝ𝑛 ،𝑦𝑖, 𝑣𝑖 ∈ ℝ𝑝
𝑖 ،𝑏 ∈ ℝ𝑚  و𝑔𝑖 ∈ ℝ𝑞

𝑖   است، و هر𝑄𝑖  متقارن و نیمه معین مثبت است وc ،𝑑𝑖 ،

ℎ𝑖  ،𝐴  ،𝐵𝑖  ،𝐶𝑖  ،𝐹  ،𝐺𝑖    و𝑄𝑖  متغیر تصمیم  همگی ابعاد مناسبی دارند. این مساله تنها یک  𝑦𝑖    دارد. چون هر زیر مساله

به    LPCCتوان بر حسب یک مساله  را می  (1)به عبارتی مساله   صق کند.  K.K. Tمحدب است، پس بهینگی باید در شرایط  

 :صورت زیر نوشت
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 𝑚𝑖𝑛,   𝑐𝑇𝑥 +∑ℎ𝑖

𝑇
𝑦𝑖 

𝑟

𝑖=1

,                                                                                                       

𝑠. 𝑡.,                                                                                                                                         

𝐴𝑥 +∑𝐵𝑖𝑦𝑖 ≥ 𝑏

𝑟

𝑖=1

,                                                                                                                    

𝐹𝑥 + 𝐶𝑖𝑦𝑖 + ∑ 𝐺𝑗𝑦𝑗 −𝑤𝑖 = 𝑔𝑖,             𝑖 = 1,⋯ , 𝑟

𝑟

𝑖≠𝑗,𝑗=1

,                              (2)            

𝑑𝑖 + 𝑄𝑖𝑦𝑖  − 𝐶𝑖
𝑇
 𝜆𝑖 = 0,                      𝑖 = 1,⋯ , 𝑟,                                                              

0 ≤ 𝑤𝑖 ⊥ 𝜆𝑖 ≥ 0,                           𝑖 = 1,⋯ , 𝑟.                                                                       

                                                                                     

 

 در حالت خاص  LPCCمسایل  -2

دهد که بخواهیم  لت خاص وقتی رخ میاین حا  را بررسی کنیم.   LPCCخواهیم یک حالت خاص در  در این بخش می

𝑥𝑝 𝑥𝑚حاصلضرب دو متغیر صفر شوند، یعنی   = 0  . 

 ریزی خطی با متغیرهای عمود بر هم. مساله برنامه 2.1

 گیریم: را به عنوان مساله اصلی به صورت زیر در نظر می 𝐵مساله  



 

 

(𝐵)

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑚𝑖𝑛,   𝑔𝑇𝑥,                                                                                                                            
𝑠. 𝑡.,                                                                                                                                         
𝐴𝑥 ≥ 𝑏,                                                                                                                                        
𝑥𝑚𝑖 ≥ 0,                                              𝑖 = 1,⋯ , 𝑡                                                (2)            
𝑥𝑝𝑖 ≥ 0,                                                𝑖 = 1,⋯ , 𝑡,                                                                  

𝑥0𝑖 ≥ 0,                                                𝑖 = 1,⋯ , 𝑞                                                                  

(𝑥𝑝𝑖)
𝑇
(𝑥𝑚𝑖) = 0,                              𝑖 = 1,⋯ , 𝑡 .                                                                  

                                                                                     

 

 

𝑥که در آن   = (𝑥0𝑖 , 𝑥𝑝𝑖 , 𝑥𝑚𝑖) برای حل این مساله، ابتدا مساله فوق را بدون در نظر گرفتن قید .(𝑥𝑝𝑖)
𝑇
(𝑥𝑚𝑖) = 0, ، 

 𝑖 = 1,⋯ , 𝑡کنیم، اگر در تکرار نهایی به ازای هر قید مکمل، یکی از متغیرهای  ، با استفاده از روش سیمپلکس حل می𝑥𝑝𝑖 

به ازای  𝑥𝑚𝑖 و    𝑥𝑝𝑖ر دو متغیر ه در پایه نباشد، در این صورت جواب فوق جواب بهینه مساله اصلی نیز خواهد بود. اگر    𝑥𝑚𝑖و  

𝑥𝑝𝑖هر قید مکمل در پایه باشند، با توجه به این که   ≥ 𝑥𝑚𝑖و    0 ≥ 𝑥𝑝𝑖باشند، اگر قید  می 0 ≤ 𝑥𝑚𝑖 یا  0 ≤ 0 

𝑥𝑝𝑖شود که  را به مساله اضافه کنیم، موجب می = 𝑥𝑚𝑖یا  0 = به دست بیابید، برای این منظور، از روش شاخه و کران به  0

 کنیم:صورت زیر استفاده می
 

 

 

 آزاد شده نشدنی باشد توقف کن، مساله اصلی نشدنی است.  LPاگر مساله  :0گام 

∗𝑧  :1گام  ← ∞ ، 𝐿 ← ∅ . 

را برابر مقدار بهینه بگذار و خارج شو در غیر این صورت قرار    ∗𝑧اگر جواب مساله آزاد شده، جواب مساله اصلی نیز بود   :2گام  

𝐿بده:   ← 𝐿 ∪ (𝐿𝑃, 𝑧𝐿𝑃, 𝑘)    که(LP   مساله آزاد شده مساله اصلی و𝑧𝐿𝑃    مقدار بهینه مسالهLP    و𝑘   تعداد قیدهای مکمل

 نقض شده است(.

𝐿: تا هنگامی که 3گام  ≠  است انجام بده:  ∅

,𝐿𝑃). مساله  3-1 𝑧𝐿𝑃, 𝑘)    را در𝐿   های  که دارای کمترین تعداد قیدهای مکمل نقض شده است، انتخاب کن و مساله

𝐿𝑃′ = 𝐿𝑃 ∪ {(𝑥𝑝𝑖) ≤ ′′𝐿𝑃و    {0 = 𝐿𝑃 ∪ {(𝑥𝑚𝑖) ≤  ′′𝐿𝑃و    ′𝐿𝑃های  را حل کن، هر کدام از مساله   {0

 که نشدنی شدند را حدف کن و قرار بده:              

3-1-1  .𝑧′   و𝑧′′  های  جواب بهینه مساله𝐿𝑃′  و𝐿𝑃′′. 

3-1-2  .𝑘′   و𝑘′′  های  تعداد قیدهای مکمل نقض شده در جواب بهینه مساله𝐿𝑃′  و𝐿𝑃′′. 

′𝑘. اگر  3-2          = ′′𝑘و  0 = ∗zدر این صورت   0 ← min{𝑧∗, 𝑧′, 𝑧′′}   برو.  3- 5و به 

′𝑘. اگر  3-3          = ∗zصورت  در این  0 ← min{𝑧∗, 𝑧′}  برو در غیر این صورت قرار بده  3- 5و به 

𝐿 ← 𝐿 ∪ (𝐿𝑃′, 𝑧′, 𝑘′) 
′′𝑘. اگر  3-4          = ∗zصورت  در این 0 ← min{𝑧∗, 𝑧′}  برو در غیر این صورت قرار بده   3- 5و به 

𝐿 ← 𝐿 ∪ (𝐿𝑃′′, 𝑧′′, 𝑘′′) 
,𝐿𝑃). مساله  3-5              𝑧𝐿𝑃, 𝑘)  انتخاب شد را از  3که در گامL  چنین اگر مقدار حذف کن و هم𝑧∗                 ،بهبود یافته است

,𝐿𝑃)هر مساله   𝑧𝐿𝑃, 𝑘)   با𝑧𝐿𝑃  را ازL  .حذف کن 

 الگوریتم شاخه و کران برای حل مساله  1الگوریتم 



 

 

∗𝑧: اگر  4گام  =  ، در غیر این صورت، جواب بهینه مساله را چاپ کن."مساله جواب شدنی ندارد"چاپ کن ∞+

 

ریزی  ی برنامه زمان مورد نیاز برای حل مساله   𝑙است که در آن    𝑂(2𝑡𝑙)کند و پیچیدگی آن  خاتمه پیدا می  1الگوریتم    .1قضیه

 خطی است. 

 ، بهینه سراسری خواهد بود. 1، جواب تولید شده توسط الگوریتم Bدر صورت شدنی بودن مساله  .2قضیه

 

 بندینتیجه و جمع  -3

( جز دسته مسائل مهم در رشته تحقیق در عملیات محسوب  LCPPریزی خطی با قیدهای مکمل خطی )برنامههای  مساله

جز    LCPP  اند و مقالات زیادی در این زمینه به چاپ رسیده است.  های بسیاری در این زمینه فعالیت داشتهشوند. محققمی

ها پیشنهاد شده است. در این مقالهیک حالت خاص مساله ی برای حل آن های بسیارعمدتا روشسخت هستند که - NPمسائل 

LCPP  دهد که حاصضرب دو متغیر صفر شوند، یعنی ایم. این حالت خاص زمانی رخ میرا بررسی کرده𝑥𝑝𝑥𝑚 = الگوریتم .  0

های  نمونه پیشنهادی بر روی    و مشاهده شد جواب بدست آمده از الگوریتم  شاخه و کران را برای حل این مساله پیشنهاد دادیم

 .های پیشنهادی بهتر استاز روش اجرایی
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