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 های کوانتومیگیریاسازگاری زوج اندازه سنجه ن

 
 د سید جوا، اخترشناس ؛ هنیر، صابریان

  

 فردوسی مشهد ه  دانشگا  فیزیک، دانشکده علوم،  گروه

 

 چكیده
 

اندازه کوانتومی  مکانیک  که  در  است  تهاجمی  فرایندی  میگیری  مختل  را  سیستم  اندازهعموما  وجود  جالب،  نتیجه  و  ناسگیریکند  که  است  عنی  ی   هستند،   ازگارهایی 
کوانتومی  ؛ چگونگی سنجش میزان ناسازگاری  شودکه مطرح میپرسشی  بنابراین    گیری شوند.ستم، اندازهروی یک کپی از سیبا دقت دلخواه  صورت همزمان  توانند بهنمی

نسبت به یک    گیری برافکنشییک زوج اندازهدن میزان ناسازگاری  کمی کررا برای    ای در این مقاله سنجهپرسش  به این    ری کوانتومی است. جهت پاسخ گی یک زوج اندازه

 ها تو دسته خاصی از کیوتری  های کیوبیتیکنیم. خواهیم دید برای حالتهای آن را بررسی می و ویژگی  معرفیگیری  های اندازهپوشانی پایهیزان همبراساس مپایه مرجع  
 .ای برای آن داریمشکل بسته، ساده و قابل محاسبه

 

 .اریناسازگ ، ناسازگاری کوانتومی، سنجهکوانتومی هایگیریاندازه  واژه های کلیدی:

 

 

Incompatibility Measure for Pair of Quantum Measurements 
 

Saberian, Nayere; Akhtarshenas, Seyed Javad 
 

Department of Physics, Faculty of Science, Ferdowsi University of Mashhad, Iran  

 

Abstract  
 

In quantum mechanics, measurements generally disturbs the system and the interesting point is the existence of 

incompatible measurements; i.e., the ones that cannot be measured simultaneously with the desired accuracy on a 

copy of system. Then a question arises as how can we quantify the quantum incompatibility for a pair of quantum 

measurement? To answer this question, we introduced an incompatibility measure to quantify the amount of 

incompatibility for a pair of projective measurement relative to a reference basis, based on their overlap and 

investigate the measure features. Also, we see a closed, simple and easily computable form of the incompatibility 

measure for qubit systems and special cases of qutrit ones. 

 

 Keywords:     Quantum Measurements, Quantum Incompatibility, Measure of Incompatibility. 

 

PACS No.          
 

 قدمهم
 

به اندازهمفهوم      را  ما  روزانه  شهود  کوانتومی  فیزیک  در  گیری 

گیری، کشد. در نظریه کلاسیک، بدون وابستگی به اندازهچالش می

ری به سادگی مقادیر موجود  گیهایی را دارند و اندازهاشیاء ویژگی

اندازهها را کشف میآن  گیری فرایندی کند. در مکانیک کوانتومی 

ا نتیجه جالب،  مختل میست که عموما سیستم را  تهاجمی  کند و 

توانند هستند، یعنی نمی هایی است که ناسازگارگیریوجود اندازه

اندازه به سیستم،  از  کپی  یک  روی  همزمان  شوند. صورت  گیری 

ذره م تکانه  و  مکان  شامل  مثال  مکانیکی شهورترین  کوانتوم  ای 

نمی که  دقت است  با  همزمان  طور  به  گ   توانند  اندازه  یری  دلخواه 

می  مطرح  که  سوالی  طبیعتا  بنابراین  که  شوند.  است  این  شود 
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می ناسازگاری”چگونه  میزان  کوانتومی  گیریاندازه  7توان  های 

به پاسخ  برای  کرد؟”  کمی  را  سنجهپرسشاین    متفاوت  هایی  ، 

ناسازگاری مجموعهپیشنهاد شده اندازهاند که میزان  از  ها  گیریای 

تر ناسازگاری، در ادامه پس از تعریف دقیق  .] 2،1[  ندرا کمی کن 

 ها اشاره مختصری خواهد شد.درباره یکی از این سنجه

می را  ناسازگاری  حقیقت  اندازهدر  قابلیت  نبود  گیری  توان 

اندازه  در  8مشترک قابلیت  گرفت.  معنای  نظر  به  مشترک  گیری 

اده ا استفگیری بسازی احتمالات خروجی یک مجموعه اندازهشبیه

 . گیری است از یک دستگاه اندازه

 

اندازه   :1تعریف }0  گیری دو  } Mn

i iM M  و   ==

0{ } Mn

i iM M 

=
 =اگر   گیری مشترک یا سازگار گویندرا قابل اندازه

,  POVMیک  

0, 0{ } M Mn nP P

ij i jM M 

= باشد  == داشته  وجود 

رابطه    iازای هر  که بهطوریبه
1

Mn P

ij ij
M M



=
= ازای هر  و به 

j  رابطه
1

Mn P

ij ji
M M

=
=   این به  باشد.   POVMبرقرار 

Mو    Mد  گیری والاندازه  اگر این والد وجود   ]3  ،1 [گویند .

 ها ناسازگار خواهند بود. یریگ نداشته باشد اندازه

 

می تعریف  این  اندازهبا  نبودن  یا  بودن  سازگار  را  گیریتوان  ها 

ها نیازمند  گیریتعیین کرد، اما برای دانستن میزان ناسازگاری اندازه

 سنجه ناسازگاری هستیم. 

بیان شده است و برای بیان سنجه   ]1[  مقاله  تعریف دیگری که در

 آوریم.ورد نیاز است در ادامه میم

 

0گوییم    :2تعریف

1 2

B
B B،    که معنا  این  به  1Bبه  نسبت 

0B 

از  سازگارتر   است 
2B  به نسبت 

0B  ،   ماتریس اگر  تنها  و    اگر 

به  Y  9دوتصادفی باشد  داشته  که  طوریوجود 

2 0 1 0( , ) ( , )X B B YX B B=. 

 
7 Incompatibility 
8 Joint Measurability 
9 Bistochastic 

تعریف، این  دوتصادفی    در  ماتریس 
0( , )X B B    عناصر با 

(0)

0[ ( , )] : ( )ij i jX B B Tr=    می یتعر آن  ف  در  که  شود 

i i if f پایه   = روی  برافکنشی  عملگرهای 
1

0{ }N

i iB f −

(0) و ==

j j je e صورت مشابه روی  نیز به =

1  مرجع پایه

0 0{ }N

j jB e −

 شود.  تعریف می ==

ای  ها درایهعی بمربمنظور از ماتریس دوتصادفی در بالا ماتریسی  

هر ستون آن   چنینهم مجموع عناصر هر سطر و  ه  ک است  نامنفی  

 باشد.  1

  

 ی سنجه ناسازگار
 

که  سنجه مقالهای  است    ] 2[  در  شده  کردن  معرفی  کمی  به 

نسبت    Bدلخواه  گیری برافکنشی روی یک پایه  ناسازگاری اندازه

اندازه   مرجع   گیری در یک پایهبه 
0B  ای که در  سنجه  پردازد.می

می معرفی  منبع  از  شود  این  الهام  مهبا  طور  به  10بودنتر  مفهوم 

 است: صورت زیر به 11همدوسیصورت میانگین اص بهخ

0 0 0( ) ( ) ( ),B BC B d c  =  

که در آن  
0  حالت قطری در پایه

0B    و( )Bc     آنتروپی سنجه

یا    همدوسینسبی   بههمدوسی  -2و  سنجه   d  و  B  نسبت 

به   12هار حالت   مربوط  میان  است   ها فضای  روی  گینو  گیری 

می انجام  حالت  فضای  یکنواخت  وجود   شود.توزیع  به    باتوجه 

 گیری در این سنجه، محاسبه آن معمولا دشوار است. میانگین

 

آن است براساس  آمده  مقاله  این  در  سنجه  تظاان  چه  داریم  ر 

ناسازگاری  
0
( )Bf B های زیر باشددارای ویژگی : 

 

 . سازگار صفر باشد  هایگیریاندازه مقدار آن برای  (1

اندازهبه (2 پایه  گیری  ازای  را بیش  MUBدر  مقدار  ترین 

 داشته باشد. 

 
10 onMajorizati 
11 enceCoher 
12 MeasureHaar  

(1) 
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پایه مرجع  نسبت بهبا انتخاب پایه   (3
0B  یعنی    شدمقعر با

0اگر  

1 2

B
B B  گاه آن

0 01 2( ) ( )B Bf B f B. 

 

 است.  13های متقابلا متوازن در بالا پایه MUBمنظور از 

 

پوشانی  براساس میزان هم  یمکنای که در این مقاله معرفی میسنجه

زیر    صورتبه  گیری،ی مربوط به اندازههابردارهای متناظر در پایه

 است: 

0 0

2

1
( ) min[1 ( ( , ))]

1
min ,

B
P

i j
P

i j i

I B Tr PX B B
N

f P e
N 

= −

= 

 

هم میزان  هرچه  حقیقت  پایهدر  اندازهپوشانی  بیشتر  های  گیری 

اندازه   Pدر این رابطه منظور از  گیری سازگارتر هستند.  باشد، دو 

 . دی است بع Nهر عملگر جایگشت 

 

 پردازیم.های این سنجه میدر ادامه به بررسی ویژگی

 

اندازه (1 دربرای  یکسان،  گیری  پایه  مقدار  سادگی  به  دو 

 شود: صفر حاصل می

0 0( ) 0 .BI B B B=  = 

وفادار  سنجه  این  که  است  ذکر  به  14شایان  تنها  یعنی  ازای  است 

 شود. گیری سازگار صفر میاندازه

 

پایها (2 0-  باشند  BMUها  گر 

MUBB B=-   گاه آن  

0

1
( )B

N
I B

N

−
=. 

 کند. ن میبیا این نتیجه را توضیح زیر نحوه حصول

این  جهباتو  همبه  ازای    MUBهای   پایه  پوشانیکه  به 

2صورت  به   jو    iر  ه 1
| |MUB

i je e
N

  ، است   =

شی ندارد و  قدر این محاسبه نبنابراین عملگر جایگشت  

 
13 isMutually Unbiased Bas 
14 Faithful 

در محاسبه   دهدا را نشان مید فضبع  Nکه باتوجه به این

1  م داشت یسنجه خواه 1 1

i j i

N

N N N

−
=. 

این   (3 که  دهیم  نشان  باید  پایه  همچنین  به  نسبت  پایه 

که   این معنا  به  ، داریمیکنوا    ایسنجهمرجع مقعر است 

0یعنی اگر  

1 2

B
B B  گاه  آن

0 01 2( ) ( )B BI B I B. 

 

است.    ارز بررسی شورمقعر بودن سنجهبررسی یکنوایی سنجه هم

1تابع متقارن   2( , ,...)f x x   شورمقعر است اگر و تنها اگر به ازای

 : ]4[ داشته باشیم jو  iهر 

( )( ) 0.i j

i j

f f
x x

x x

 
− − 

 
 

 های کیوبیتیسامانه 
 

صورت  را بههای کیوبیتی یکنوایی این سنجه  گیریبرای اندازهابتدا  

 وان دید.تزیر می

0مرجع   پایه فرض کنید { 0 , 1 }B صورت زیر  به Bپایه   و =

 ف شود: یتعر

1 0 1

2 1 0

0 1 ,

0 1 ,

i

i

f p e p

f p e p





 = +


= −

 

0که  طوریبه 1 1p p+   ناسازگاری سنجهترتیب محاسبه  بدین. =

 : شودبه نتیجه زیر منجر می

0 0 1( ) min{ , }.BI B p p= 
این حالت به صورت   با محاسبه شرط شورمقعر بودن برای  حال 

 شود: زیر، یکنوایی سنجه برای حالت کیوبیتی اثبات می

( )( ) ( )(1 0) 0,i j i j

i j

I I
p p p p

p p

 
− − = − − 

 
 

 باشد.ipازگاری  با این فرض که مقدار سنجه ناس

 

این برای  شهود  داشتن  جهت  ادامه  ددر  شده  معرفی  سنجه  ر  که 

ترتی کیوبیتی  میحالت  را حفظ  ناسازگاری  میب  فرض  کنیم  کند 
0

1 2

B
B B  ماتریس دوتصادفی ، 2براساس تعریف و بنابراینY  

که  طوریوجود دارد به
2 0 1 0( , ) ( , )X B B YX B B= باید نشان ،

دهیم  
0 02 1( ) ( ) 0B BI B I B−   .ماتر تعریف  دوتصادفی  از  یس 

(2) 
(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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م ک ینتیجه  دو  ه  شود  فضای  در  دلخواه  دوتصادفی  ماتریس  یک 

پارامتر   یک  توسط  0بعدی  1t   داده  به نمایش  زیر  صورت 

 : شودمی

1
.

1

t t
Y

t t

− 
=  

− 
 

فرض   0با 

1
1

2
p     1و

0
2

t   خواه را  زیر  یم نتایج 

 داشت: 

0

0

1 1

2 1 0

( )

( ) (1 )

B

B

I B p

I B tp t p

=

= + −
 

بهینه که  باشید  داشته  بهتوجه  سنجه  در  موجود  چهار    ازایسازی 

مختلف    بازه
0p    وt  شد خواهد  بامتفاوت  حال  رسم    ، 

0 02 1( ) ( )B BI B I B−   برحسب
0p   وt یکنوایی می توان 

 مشاهده کرد:  1در شکل سنجه یعنی مقدار مثبت این تفاضل را 

 

 
 

 

 

 

 

 

شده مقایسه  جهت   معرفی  م  سنجه  در  موجود  سنجه    ]2[قاله  با 

2گیریم  درنظر می 

0 cos ( / 2)p =   ه را مشاب  یرفتار و بنابراین

 : کنیمده میاهمش 2 مطابق شکل

 

 
 

 

 

 

 های کیوتریت سامانه 
 

با در نظر گرفتن پایه مرجع  اکنون برای فضای هیلبرت سه بعدی  

0 { 0 , 1 , 2 }B از  = زیر  پایه ،  مقاله  که  های    ان یب   ]5 [در 

 :کنیمدر ادامه استفاده می اندشده

 

1 2

1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

0 1 2 ,

0 1 2 ,

0 1 2 ,

i i

i i

f p p p

B f p p e p e

f p p e p e

 

 

 = + +


= = + +


= + +

 

که  طوریبه
0 1 2 1p p p+ + ناسازگاری    .= میزان  بنابراین 

گیری در  نسبت به اندازهBپایه  گیری در  اندازه
0B  صورت زیر  به

 است: 
 

0 0 1 1 2 0 2( ) min{2 / 3, ( ), ( ), ( )}.BI B p p p p p p= + + + 

 
با فرض  

0 1 2p p p   ر حاصل  صورت زیسنجه ناسازگاری به

 شود: می

0 1 2( ) ( )BI B p p= + 

 

 شود:  حال شورمقعر بودن آن با توجه به روابط زیر اثبات می

 

در این شکککل، سککناس ناسککازگاری مدرفککی شککده در ایککن   :2شکل
 ای کس براسککاه دمدوسککی در مقالککسمقالس )نمودار آبی( و سناس

گیری شککده اسککم )نمککودار نککارنای( بککرای انککدازه مدرفککی ]2[
 دوتایی رسم شده اسم. 

نسکبم بکس  2Bو پایکس   0B نسبم بس 1Bوط بس پایس: این نمودار، تفاضل ناسازگاری مرب1لشک

0B  دکای متتلکف ازای بهینس سکازی در بازهبسp0 و t ددکد.  مدکدوده آبکی رنک را نشکان می 

مربوط بس
0

0 1/2,t p   مددوده سبز برای بکازه ، 
0

0 1 / 2 1 / 2 1,t p    ، 

  رسم شده اسکم، بکازه
0

1 / 2 1 0 1 / 2,t p     و   ناینکارددنده مدکدوده  نشکان

0
1 / 2 1,t p کندرا مشتص می  ردقسمم ز. 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 
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0 1 0 1

0 1

0 2 0 2

0 2

1 2 1 2

1 2

( )( ) ( )(0 1) 0,

( )( ) ( )(0 1) 0,

( )( ) ( )(1 1) 0.

I I
p p p p

p p

I I
p p p p

p p

I I
p p p p

p p

 
− − = − − 

 

 
− − = − − 

 

 
− − = − − =

 

 

ترتیب  گرفتن  درنظر  با  بودن  احتمالات  شورمقعر  برای  دیگر  های 

ip شود.  طور مشابه، تکمیل میبه 

 

  نتیجه گیری

 
ای سندر  معرفی  به  مقاله  محاجه ن  قابلیت  با  برای  ای  ساده  سبه 

های کوانتومی پرداختیم. نشان  گیریسنجش ناسازگاری زوج اندازه

ویژگی  یمداد از  تا  دو  سنجه  این  سنجهکه  اساسی  های  های 

دارد   را  و    وناسازگاری  کیوبیتی  حالت  برای  نیز  سوم  ویژگی 

حالت  از  حبخشی  در  شد.  اثبات  کیوتریت  نیز  های  کیوبیتی  الت 

سنجه  بقتطا قبلی   را   رفتاری  مقالات  در  شده  معرفی  سنجه    با 

همدوسی   میانگین  کردیم.براساس  بسته  بررسی  برای شکل  ای 

دست  های کیوتریت بههای کیوبیتی و دسته خاصی از حالت حالت 

قابل تعمیم به دسته خاصی از    تهشکل بساین  رسد  نظر می  به  آمد.

نیز-Nهای  حالت  کارهایبنابراین  باشد.  می  بعدی  علاوه آتی    در 

حالت  برای  سنجه  این  بیشتر  بررسی  و  بر  کیوتریت  عمومی  های 

سوم    ،بعدی-N  همچنین ویژگی  کامل  اثبات  پرداخته  نیز  به 

اندازهشود.  می به  سنجه  این  و  گیریتعمیم  غیربرافکنشی  های 

  نیز وه مستقل کردن این سنجه از پایه مرجع  نحبررسی  طور  همین

 .هستند سوالاتی قابل بررسی
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