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وايبل توزيع در P (X(r) < Y(k)) مقاومت و تنش اعتماد قابليت

م.2 خراشادی زاده، و م.2 خنجری، ، ع.١ رستمی،

نیشابور واحد اسلامی آزاد دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، و ریاضی گروه 1

بیرجند دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده آمار، گروه 2

سالم صورتی در سیستم و می شود وارد تنش چند سیستم یک بر همزمان بطور موارد برخی در چکیده:
را مقاومت و تنش متغیرهای توزیع مقاله این در باشد. بیشتر شده وارد تنش های از آن مقاومت که می ماند
بدست را ماکزیمم درستنمایی برآوردگر مقاومت، و تنش اعتماد قابلیت پارامتر برای و می گیریم نظر در وایبل

می آوریم. بدست آن برای را تقریبی بیز روش یک و می کنیم بررسی آنرا مجانبی توزیع همچنین می آوریم

بیز. برآوردگر تقریبی روش مجانبی، توزیع ماکزیمم، درستنمایی برآوردگر کلیدی: واژه های

پیش گفتار ١

مولفه ای چند سیستم های در هم چنین و مختلف توزیع های در مقاومت - تنش اعتماد قابلیت اخیر سالهای در
برای گوسین توزیع در (2019) نعمت الهی و رستمیان را مقاومت - تنش اعتماد قابلیت است. شده بررسی
سانسور داده های برای XII نوع بر توزیع در (2019) کهنسال و فزاینده II نوع شدۀ سانسور داده های
و پاندیت را مؤلفه ای چند مقاومت - تنش مدل در اعتماد قابلیت هم چنین و کرده اند بررسی فزاینده شدۀ
متغیره دو کوماراساوی توزیع در (2018) نادر و کیزیلاسلان و یافته تعمیم پارتو توزیع در (2018) جوشی

کرده اند. بررسی
و می شود وارد X1, X2, · · · , Xn1

تنش n1 همزمان بطور مولفه، هر به مولفه n2 با سیستم یک بر
سیستم می گوییم. مقاومت n2 - تنش n1 مدل این به که دارند، Y1, Y2, · · · , Yn2

مقاومت های مولفه ها
قطعه یک بر مثال بطور باشد. بیشتر شده وارد تنش های از سیستم مقاومت که می ماند سالم صورتی در
برای و می شود وارد (chear) برشی و (tension) کششی ،(Compression) فشاری تنش سه همزمان
در یا باشد، بیشتر تنش سه این از شکل) یا ابعاد مقاومت ) آن مقاومت باید نیابد شکل تغییر قطعه اینکه
می گیرند زلزله از بعد بلافاصله کوتاه زمان در زیادی بسیار تلفنی تماس های افراد زلزله، مانند بحرانی هنگام
برقراری توانایی مخابرات افزاری سخت امکانات باید شوند برقرار زیاد بسیار تماس تعداد این اینکه برای و
سالم صورتی در سیستم خرابی، نوع از n2 از k سیستم در مثال طور به باشند. داشته را تماس تعداد این
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٢
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سیستم خاص حالت در همچنین باشد. است، ام i مرتبۀ مرتب آمارۀ X(i) که ،X(n1) < Y(k) که می ماند
در سیستم موازی، سیستم خاص حالت در و X(n1) < Y(1) که می ماند سالم صورتی در سیستم سری،
مرواحسن و نمایی توزیع برای (2013) احمدی و پاکدامن باشد. X(n1) < Y(n2) که می ماند سالم صورتی
این ما کرده اند. بررسی را n2 مرتبۀ از مقاومت و n1 مرتبۀ از تنش سیستم لیندلی، توزیع برای (2017)
شکل پارامتر با وایبل توزیع دارای X اگر می کنیم. بررسی معلوم شکل پارامتر با وایبل توزیع برای را مدل

داریم: باشد γ0 معلوم

X ∼ W (γ0, α),

f(x) = αγ0x
γ0−1e−αxγ0

x, α, γ0 > 0.

نیست، ثابت توزیع این شکست نرخ که است این خاطر به هم وایبل، توزیع برای مدل این بررسی دلیل
خاطر به هم و است (IFR) صعودی γ0 > 1 ازای به و (DFR) نزولی γ0 < 1 ازای به بطوریکه
شکل پارامتر با وایبل توزیع از مقاومت - تنش داده های و بقا تحلیل داده های از برخی توزیع که است این
به می شود. انجام زیر موارد مقاله این در می کنند. پیروی R(α) = W (2, α) رایلی توزیع مانند معلوم
که زلزله مثال مانند می شوند، وارد سیستم به کوتاه زمان در زیادی بسیار تنش های موارد برخی در اینکه دلیل
و می آوریم بدست را آنها مجانبی اطمینان های فاصله و α و β برآوردگرهای مجانبی توزیع های کردیم، بیان
بیان آنرا مجانبی اطمینان فاصله و مقاومت و تنش اعتماد قابلیت برآورد مجانبی توزیع آوردن بدست نحوۀ

می آوریم. بدست را کرده اند ارائه (1986) کادانه و تیرنی که تقریبی بیز برآوردگر هم چنین می کنیم.

پژوهش آوردهای دست ٢

و تنش ها و مستقل مقاومت ها و مستقل تنش ها که n2 مرتبۀ از مقاومت و n1 مرتبۀ از تنش سیستم
نظرمی گیریم. در را هستند مستقل نیز مقاومت ها

متغیرهای و مستقل تنش متغیرهای که n2 مرتبۀ از مقاومت و n1 مرتبۀ از تنش سیستم در .٢ . ١ قضیه
Rr,k = P (X(r) < Y(k)) احتمال هستند، مستقل نیز مقاومت و تنش متغیرهای و مستقل مقاومت

است: زیر بصورت

Rr,k = P (X(r) < Y(k)),

= k

(
n2

k

)
n1∑
j=r

(
n1

j

)∫
F j
X(y)

[
1− FY (y)

]n1−j

F k−1
Y (y)

[
1− FY (y)

]n2−k

fY (y)dy.

برهان.
Rr,k = P (X(r) < Y(k)),

داریم: کل احتمال قانون بر بنا

=

∫
P (X(r) < Y(k), Y(k) = y),
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=

∫
P (X(r) < Y(k)|Y(k) = y)fY (k)(y)dy,

داریم: مقاومت و تنش متغیرهای استقلال بر بنا

=

∫
P (X(r) < y)fY (k)(y)dy,

=

∫
FX(r)

(y)fY (k)(y)dy,

=

∫
FX(r)

(y)k

(
n2

k

)
F k−1
Y (y)

[
1− FY (y)

]n2−k

fY (y)dy,

= k

(
n2

k

)∫
FX(r)

(y)F k−1
Y (y)

[
1− FY (y)

]n2−k

fY (y)dy,

= k

(
n2

k

)∫ n1∑
j=r

(
n1

j

)
F j
X(y)

[
1− FX(y)

]n1−j

F k−1
Y (y)

[
1− FY (y)

]n2−k

fY (y)dy,

= k

(
n2

k

)
n1∑
j=r

(
n1

j

)∫
F j
X(y)

[
1− FX(y)

]n1−j

F k−1
Y (y)

[
1− FY (y)

]n2−k

fY (y)dy.

احتمال rباشد، = n1 و k = k یعنی باشد، خرابی نوع از n2 از k سیستم که صورتی در
است: زیر بصورت و است مقاومت - تنش اعتماد قابلیت Rr,k = P (X(r) < Y(k))

Rr,k = P (X(n1) < Y(k)),

= k

(
n2

k

)∫
F n1

X (y)F k−1
Y (y)

[
1− FY (y)

]n2−k

fY (y)dy,

داریم: سری خاص حالت در همچنین

k = 1,

Rn1,1 = n2

∫
F n1

X (y)

[
1− FY (y)

]n2−1

fY (y)dy,

داریم: موازی خاص حالت در و

k = n2,

Rn1,n2
= n2

∫
F n1

X (y)F n2−1
Y (y)fY (y)dy.
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داشته α مجهول و γ0 معلوم شکل پارامترهای با وایبل توزیع تنش، متغیرهای از کدام هر که صورتی در
مجهول مقیاس پارامتر و γ0 معلوم شکل پارامترهای با وایبل توزیع مقاومت متغیرهای از کدام هر و باشند

باشند: داشته β

f(x) = αγ0x
γ0−1e−αxγ0

, F (x) = 1− e−αxγ0
,

f(y) = βγ0x
γ0−1e−βyγ0 , F (y) = 1− e−βyγ0 ,

داریم: جمله ای دو بسط از استفاده بار دو و ٢ . ١ قضیه بنابر

Rr,k = K

(
n2

k

)
n1∑
j=r

j∑
i=0

k−1∑
l=0

(
n1

j

)(
j

i

)(
k − 1

ℓ

)
(−1)i+ℓ β

αA+ βB
, (١)

می گیریم. نظر در را A = i+ n1 − j و B = l + n2 − k + 1 که

ماکزیمم: درستنمایی برآوردگر

توزیع از n1تایی تصادفی نمونه های ترتیب به Y1, Y2, · · · , Yn2
و X1, X2, · · · , Xn1

کنیم فرض
درستنمایی برآوردگر باشند. هم از مستقل نمونه دو این و باشند مقاومت ها توزیع از n2تایی و تنش ها

است: زیر بصورت ماکزیمم

L(α, β) ∝ αn1e−α
∑n1

i=1 x
γ0
i βn2e−β

∑n2
i=1 y

γ0
i ,

ℓ(α, β) = logL(α, β) ∝ n1 logα− α
n1∑
i=1

xγ0i + n2 log β − β
n2∑
i=1

yγ0i ,

∂ℓ

∂α
=

n1

α
−

n1∑
i=1

xγ0i = 0 ⇒ α̂ =
1

xγ0
,

∂ℓ

∂β
=

n2

β
−

n2∑
i=1

yγ0i = 0 ⇒ β̂ =
1

yγ0
,

داریم: ماکزیمم درستنمایی برآوردگر پایایی ویژگی دلیل به

Rr,k = K

(
n2

k

)
n1∑
j=r

j∑
i=0

k−1∑
l=0

(
n1

j

)(
j

i

)(
k − 1

ℓ

)
(−1)i+ℓ xγ0

Ayγ0 +Bxγ0
.

توزیع دارای و مستقل تنش متغیرهای که n2 مرتبۀ از مقاومت و n1 مرتبۀ از تنش سیستم در .٢ . ٢ قضیه
مقاومت متغیرهای و W (γ0, α) هستند: α مجهول مقیاس پارامتر و γ0 معلوم شکل پارامتر با وایبل
هستند: β مجهول مقیاس پارامتر و γ0 مشترک و معلوم شکل پارامتر با وایبل توزیع دارای و مستقل
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داریم: هستند، مستقل نیز مقاومت و تنش متغیرهای و W (γ0, β)(
α̂

β̂

)
d−→N2

((
α

β

)
,

(
α̂2 0

0 β̂2

))
.

می آوریم: دست به را هسین ماتریس ابتدا برهان.

H =

[
∂2ℓ
∂α2

∂2ℓ
∂α∂β

∂2ℓ
∂β∂α

∂2ℓ
∂β2

]
=

[
−n1

α2 0

0 −n2

β2

]
,

می آوریم: بدست را فیشر اطلاع ماتریس و

I =

[
−E(h11) −E(h12)

−E(h21) −E(h22)

]
=

[
n1

α2 0

0 n2

β2

]
,

زیر بصورت هستند، فیشر اطلاع ماتریس درآیه های که ها Iij از استفاده با را کوواریانس ماتریس سپس
می آوریم: بدست

lim
n1,n2→∞

1

n1
I11 = lim

n1,n2→∞

1

n1

n1

α2
=

1

α2
,

lim
n1,n2→∞

1

n2
I22 = lim

n1,n2→∞

1

n2

n2

β2
=

1

β2
,

⇒
[

1
α2 0

0 1
β2

]−1

=

[
α2 0

0 β2

]
,

زیر بصورت α̂ و β̂ اطمینان فاصله های

[
α̂

β̂

]
مجانبی توزیع بنابر .

∑̂
=

[
α̂2 0

0 β̂2

]
داریم بنابراین

است:

α̂± Zα
2

α̂
√
n1

و β̂ ± Zα
2

β̂
√
n2

,

و V ar(R̂) آوردن بدست از بعد آن در که دلتا، روش از استفاده با است، β و α از تابعی Rr,k چون
توزیع می توان ،R̂−R

d→ N(0, ˆV ar(R̂)) از استفاده و ˆV ar(R̂) یعنی R̂ نقطۀ در آن مقدار محاسبۀ
آورد. بدست آن برای را مجانبی اطمینان فاصله لذا و Rr,k مجانبی

:T −K روش به بیز تقریبی برآوردگر

داریم: لذا و می گیریم نظر در Γ(ν, λ) و Γ(µ, γ) ترتیب به را α و β مستقل پیشین توزیع های

π(α, β) ∝ αµ−1e−γα · βν−1e−λβ,
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از: است عبارت β و α پسین توزیع و

π(α, β|x
∼
, y
∼
) =

(n1xγ0 + γ)n1+µ(n2yγ0 + λ)n2+ν

Γ(n1 + µ)Γ(n2 + ν)

αn1+µ−1e−α(n1xγ0+γ)βn2+ν−1e−β(n2yγ0+λ).

را حالت این که است A = i + n1 − j = 0 باشد، i = 0 و j = n1 که صورتی در (١) رابطۀ در
داریم: بنابراین می گیریم، نظر در جداگانه

Rr,k = k

(
n2

k

)
k−1∑
l=0

(
k − 1

l

)
(−1)l

1

B
,

+ k

(
n2

k

)
n1∑
i=0

k−1∑
l=0

(
n1,

i

)(
k − 1

l

)
(−1)i+l β

αi+ βB
,

+ k

(
n2

k

)
n1−1∑
j=r

k−1∑
l=0

(
n1

j

)(
k − 1

l

)
(−1)l

β

α(n1 − j) + βB
,

+ k

(
n2

k

)
n1−1∑
j=r

j∑
i=1

k−1∑
l=0

(
n1

j

)(
j

i

)(
k − 1

l

)
(−1)i+l β

αA+ βB
, (٢)

سوم عبارت ،i > 0 برای و j = n1 ازای به دوم عبارت ،i = 0 و j = n1 ازای به اول عبارت که
k سیستم که صورتی در است. i > 0 و j < n1 برای چهارم عبارت و i = 0 ازای به و j < n1 برای
چهارم و سوم عبارت های است j = n1 چون باشد. r = n1 و k = k یعنی باشد خرابی نوع از n2 از
همچنین و r = n1 و k = k و j = n1 و ℓ = 0 جایگذاری با سری خاص حالت در و می شوند حذف
ساده ای بصورت های بیز برآوردگر ،r = n1 و k = n2 و j = n1 جایگذاری با موازی خاص حالت در
(1986) کاداک و تیرلی را تقریبی روش یک دو، درجه زیان تابع تحت بیز برآوردگر برای می شوند. تبدیل
برآوردگر روش، این در آورده اند. دست به متغیره چند نرمال احتمال چگالی تابع و تیلور بسط از استفاده با

از: است عبارت بیز تقریبی

E(g(θ)|x) ≃

√√√√√√ |
∗∑̸|

|∑̸|
en(L

∗(θ̂∗)−L(θ̂)),

آن: در که

L(θ) =
1

n
(log f(x|θ) + log π(θ)),
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محاسبه می دهیم نشان θ̂ با را آن که L(θ) ماکزیمم نقطه در که است هسین ماتریس منفی ̸∑معکوس و
همچنین: می شود،

L∗(θ) = L(θ) +
1

n
log g(θ),

محاسبه می دهیم نشان θ̂∗ با را آن که L∗(θ) ماکزیمم نقطۀ در که است هسین ماتریس منفی معکوس
∗∑̸ و

می شود.

logL(α, β) ∝ n1 logα− α
n1∑
i=0

xγ0i + n2 log β − β
n2∑
i=1

yγ0i ,

log π(α, β) ∝ (µ− 1) logα− γα + (ν − 1) log β − λβ,

L(α, β) ∝ 1

n1 + n2

[
(n1 + µ− 1) logα− α(n1xγ0 + γ) + (n2 + ν − 1)

log β − β(n2yγ0 + λ)

]
,

∂L

∂α
=

1

n1 + n2

[
n1 + µ− 1

α
− (n1xγ0 + γ)

]
= 0 ⇒ α̂ =

n1 + µ− 1

n1xγ0 + γ
,

∂L

∂β
=

1

n1 + n2

[
n2 + ν − 1

β
− (n2yγ0 + λ)

]
= 0 ⇒ β̂ =

n2 + ν − 1

n2yγ̄0 + λ
,

L(α̂, β̂) =
1

n1 + n2

[
[(n1 + µ− 1) log

n1 + µ− 1

n1xγ0 + γ
− (n1xγ0 + γ)

+(n2 + ν − 1) log
n2 + ν − 1

n2yγ0 + λ
− (n2yγ0 + λ)

]
,

H =

[
−∂2L
∂α2

−∂2L
∂α∂β ,

−∂2L
∂β∂α

−∂2L
∂β2

]
=

[
1

n1+n2

n1+µ−1
α2 0

0 1
n1+n2

n2+ν−1
β2

]
,

پس

∑̸ =

[
(n1+n2)α

2

n1+µ−1 0

0 (n1+n2)β
2

n2+ν−1

]
,

داریم: β̂ و α̂ نقطه در و

|∑̸| = (n1 + n2)
2α̂2β̂2

(n1 + µ− 1)(n2 + ν − 1)
,

=
(n1 + n2)

(n1 + µ− 1)(n2 + ν − 1)
(
n1 + µ− 1

n1xγ0 + γ
)2(

n2 + ν − 1

n2yγ0 + λ
)2,
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=
(n1 + n2)

2(n1 + µ− 1)(n2 + ν − 1)

(n1xγ0 + γ)2(n2yγ0 + λ)2
,

برای سپس و می آوریم دست به را ریاضی امید Tی − K تقریب چهارم عبارت در ابتدا (٢) رابطۀ در
می دهیم: قرار i = 0 و j < n1 سوم عبارت برای و i > 0 و j = n1 دوم عبارت

g3(α, β) =
β

αA+ βB
,

L∗
3(α, β) = L(α, β) =

1

n1 + n2
log g3(α, β),

∝ 1

n1 + n2

[
(n1 + µ− 1) logα− α(n1xγ0 + γ) + (n2 + ν − 1) log β

− β(n2yγ0 + λ) + log
β

αA+ βB

]
,

می آیند: بدست α̂∗
3 و β̂∗

3 زیر دستگاه حل و β و α به نسبت مشتق گیری از پس که
n1+µ−1

α − (n1xγ0 + γ)− A
Aα+βB = 0,

n2+ν−1
α − (n2yγ0 + λ)− B

Aα+βB = 0,

داریم: همچنین آورد، دست به را L∗
3(α̂

∗
3, β̂

∗
3) می توان حال

−H∗
3 =

[−∂2L∗
3

∂α2

−∂2L∗
3

∂α∂β
−∂2L∗

3

∂β∂α
−∂2L∗

3

∂β2

]
,

=

[
1

n1+n2
(−(n1+µ−1)

α2 · A2

(Aα+βB)2 )
1

n1+n2

AB
(Aα+βB)2

1
n1+n2

AB
(Aα+βB)2

1
n1+n2

(−(n2+ν−1)
β2 · B2

(Aα+βB)2 )

]
,

بنابراین: می آوریم. بدست (α̂∗
3, β̂

∗
3) نقطۀ در را |

∗∑̸
3

| همچنین و
∗∑̸
3

= [−H]−1 لذا و

E(
β

Aα +Bβ
|x
∼
, y
∼
) ≃

√√√√√√√
|
∗∑̸
3

|

(n1+n2)2(n1+µ−1)(n2+ν−1)
(n1xγ0+γ)2(n2yγ0+λ)2

· e
(n1+n2)

L∗
3(α̂

∗
3,β̂

∗
3)− 1

n1+n2

(n1+µ−1) log
n1+µ−1

n1x
γ0+γ

−(n1+µ−1)+(n2+ν−1) log
n2+ν−1

n2y
γ0+λ

−(n2+ν−1)



,
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و می آوریم بدست را
∑∗

1 و L∗
1 و می دهیم قرار i > 0 و j = n1 دوم عبارت برای (٢) رابطۀ در حال

بیز برآوردگر بنابراین می آوریم. بدست را
∑∗

2 و L∗
2 و می دهیم قرار i = 0 و j < n1 سوم عبارت برای

است: زیر صورت به T −K روش به تقریبی

R̂r,k = E(Rr,k|x∼, y∼
) ≃

k

(
n2

k

)
k−1∑
l=0

(
k − 1

l

)
(−1)i+l 1

B

+ k

(
n2

k

)
n1∑
i=0

k−1∑
l=0

(
n1

i

)(
k − 1

l

)
(−1)i+l

√√√√√√√
|
∗∑̸
1

|

|∑̸|
e(n1+n2){L∗

1(α̂
∗
1,β̂

∗
1)−L(α̂,β̂)}

+ k

(
n2

k

)
n1−1∑
j=r

k−1∑
l=0

(
n1

j

)(
k − 1

l

)
(−1)l

√√√√√√√
|
∗∑̸
2

|

|∑̸|
e(n1+n2){L∗

2(α̂
∗
2,β̂

∗
2)−L(α̂,β̂)}

+ k

(
n2

k

)
n1−1∑
j=r

j∑
i=0

k−1∑
l=0

(
n1

j

)(
j

i

)(
k − 1

l

)
(−1)i+l

√√√√√√√
|
∗∑̸
3

|

|∑̸|
e(n1+n2){L∗

3(α̂
∗
3,β̂

∗
3)−L(α̂,β̂)}.

عبارتهای موازی، و سری خاص حالت های و خرابی نوع از n2 از k سیستم در کرد بیان قبلا که همانگونه
می آید. بدست ساده تری بصورت برآوردگر و می شوند حذف چهارم و سوم
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