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  )علوم پايه(مجله پژوهشي دانشگاه اصفهان 

  ١٣٨٤ سال ‐١ ه شمار‐ و يكمجلد بيست
  ٥٣ ‐ ٦٦صص 

  

  عدد فرابنيوسروشي نو براي محاسبه 
  

  زاده مقدم مهدی جوادی و محمدرضا رجب
  

  گروه رياضی دانشگاه فردوسی مشهد
  

  چكيده
کردنـد و   اول ضرب ميي اعداد  هاي خود را بر پايه در قديم الايام بعضي از کشورها سکه 

بيـشترين مقـدار وجهـي را کـه         «کردند که دريابند     مردم به عنوان سرگرمي در معاملات تلاش مي       
 اين عدد به عنـوان  »هاي موجود خود بپردازد، چقدر است؟      تواند از ترکيب سکه    يک شخص نمي  

  .معروف استعدد فرابنيوس 
}به طور دقيقتر فرض کنيد    }0 1, , ,k kA a a a= K   مجموعه اي از اعداد طبيعي باشـد کـه 

0 1( , , , ) 1ka a a =K .      در اين صورت عدد طبيعيN       داراي نمايشي بر پايـه kA     اسـت، هرگـاه 
}{,....,, oU

oo
NNxxx k    وجود داشته باشد به قسمي که 1∋=

0 0 1 1 k kN a x a x a x= + + +K  
  .رگترين عددي را که نتوان به صورت ترکيب فوق نمايش داد، عدد فرابنيوس نامندبز

در اين مقاله سعي شده عدد فرابنـويس را بـراي مجموعـه هـاي خـاص محاسـبه و روشـي              
  .ه کنيميجديد براي اثبات آنها ارا
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٥٤

  
 .عدد فرابنيوس، نمايش اعداد، تجزيه پذيري اعداد: هاي کليدي واژه

 

A New Approach for Calculating Frobenius Number 
 

M. Djavadi and M. R. Rajabzadeh Moghaddam 
 

Department of Mathematical Sciences, Ferdowsi  
University of Mashhad  

 

Abstract 
 
In old times some countries used to coin their coins in the bases of 

prime numbers and people, as an entertainment, were trying to find out 
" the most amount that can not be payed with the combination of the 
belonging coins". This number is know as the Frobenius number.  

 More precisely, let }a,...,a,a{A k1k o
=  be a set of natural numbers 

such that 1=1 },...,,{
k

aaa
o

.Then the natural number N has a representation in 

the bases of kA , if there exist }{,...,.,{ oU
oo

NNrxx
k

=∈
1

 such that   

....
kk

axaxaxN +++=
11oo

 

Now, the largest number, which can not be represented in the above 
form is called the Frobenius number. 

In the present paper we try to give a new technique for the calculation of 
the Frobenius number for certain sets.  

 
Keywords: The Frobenius number, Number representation  
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  ٥٥... /روشي نو براي محاسبه عدد فرابنيوس

  
 اعداد اول ضرب ي هاي خود را بر پايه در آغاز دوران رواج سکه، بعضي از کشورها سکه

تعيين بيشترين مقداري بود که ”کردند، و يکي از سرگرميهاي مردم در مراودات روزمره  مي
  “.هاي موجود خود به پردازد شخص نتواند به صورت ترکيبي از سکه
دان آلماني، اين مطلب را همواره در سخنرانيهاي يياض، ر١نظر به  اينکه جورج فرابنيوس

  .معروف استعدد فرابنيوس کرد، اين عدد به وي منسوب شده و به نام  خود مطرح مي
 واحدي باشد و به تعداد کافي ١٣ و ٧، ٥به عنوان مثال، چنانچه سکه هاي موجود شخصي 

   از اعداد شود که هيچ يک را باشد، با کمي دقت ملاحظه ميااز هر سکه د
{ }1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10,11,16  

 را ميتوان ١٦ به دست آورد، در حالي که تمام اعداد بزرگتر از ١٣ و ٧، ٥توان ترکيبي از  را نمي
هاي  تواند از ترکيب سکه از اين رو بيشترين مقداري که خود شخص نمي. ترکيبي از آنها نوشت

} ي فرابنيوس نسبت به پايه است، که اين همان عدد ١٦خويش به پردازد عدد    .باشد  مي5,7,13{
  : به طور دقيقتر، فرض کنيداكنون

{ }0 1, , ,k kA a a a= K  
   :اي از اعداد صحيح مثبت باشد، که نسبت به هم اول هستند، يعني مجموعه

0 1( , , , ) 1ka a a =K  
,1 است ، هرگاه اعداد صحيح نامنفي kAبر پايه نمايشي  داراي Nعدد صحيح نامنفي  , kx xK 

  وجود داشته باشد به قسمي که 
0 0 1 1 k kN x a x a x a= + + +K  

بزرگترين عدد صحيح مثبتي که داراي نمايشي به صورت فوق نباشد به عدد فرابنيوس مشهور 
  ولا آن را با است، و معم

0 1( ) ( , , , )k kg A g a a a= K  
1شود که اگر  به آساني ملاحظه مي. دهند نشان مي kA∈ آنگاه تمام اعداد صحيح نامنفي داراي ،

  .کنند  اختيار مي‐ ١در اين حالت عدد فرابنيوس را . نمايشي به صورت مورد نظر هستند

                                                 
١. George Frobenius (١٩١٧-١٩٨٤) 
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٥٦

  
 ١اين زمينه انجام شده است، که از جمله ميتوان به کارهاي براوراي در  مطالعات بسيار گسترده

ساني تحقيق آبه . و ديگران اشاره کرد] ٧ [٣، سلمر]٥ و ٤، ٣، ٢[، جوادي ]٦ [٢، هوف مايستر]١[
  ). رجوع شود] ٨[براي سادگي به ( داراي عدد فرابنيوس است kA ی شود که هر مجموعه مي

تري از آنها  ر اين مقاله در پي تعيين عدد فرابنيوس هستيم که اثباتهاي جديد و سادهما د
  . ه خواهيم کردينيز در اينجا ارا

  
 هاي دو عضوي تجزيه اعداد و عدد فرابنيوس براي مجموعه

هاي دو عضوي بررسي کرده و عدد   مجموعهی  اعداد را بر پايهی در اين بخش، تجزيه
] ٦[يا ] ٤[براي اطلاعات بيشتر به . کنيم ن مييها محاسبه و تعي ين مجموعهفرابنيوس را براي ا

  .مراجعه شود
در اين صورت به ازاي اعداد .  دو عدد طبيعي متباين باشندb و aفرض کنيد . ١ .٢لم
0ی  داراي تجزيهnعدد صحيح   ،                 صحيح 0n ax by=    است اگر و تنها اگر جفتهاي+

   با شرايط                             
  

  
nوجود داشته باشد به قسمي که  xa yb= 10در حالت خاص، به ازاي . + 1x b≤ ≤ − ،

1 2n x a y b= +.  
  

n ديگري مانند ي ، تجزيه                  فرض کنيد به ازاي .اثبات xa yb= .  موجود باشد+
0در اين صورت  0( ) ( ) 0x x a y y b− + −   ، که از آنجا =

0 0( ) ( )x x a y y b− = −  
  

)چون  , ) 1a b |0، در نتيجه = ( )a y y− 0 و| ( )b x x− . از اين رو  
0

0

x x bt
y y at
= +

= +

  

                                                 
١ .A. Brauver 
٢. G. Hofmeister 
٣. E. S. Selmer 

Z Z  Z Z  

Z Z ∈
+=

+= tatyy
btxx ,

o

o

Z Z  ∈
oo

yx ,
×∈),( yx

Z Z ∈yx,
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  ٥٧... /روشي نو براي محاسبه عدد فرابنيوس

  
  .عکس مطلب به آساني حاصل مي شود

10در حالت خاص اگر  1x b≤ ≤ 0xt، آنگاه−
b

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  .کنيم را اختيار مي 
} هاي دو عضوي در قضيه زير عدد فرابنيوس را براي مجموعه }2 ,A a b=کنيم  تعيين مي .  

  

  در اين صورت .  دو عدد طبيعي متباين باشندb و aفرض کنيد . ٢ .٢قضيه 
( , ) ( )g a b ab a b= − +  

  

)دهيم که بنابر تعريف عدد فرابنيوس، نشان مي. اثبات , )g g a b=پذير نيست و   تجزيه
به روش برهان خلف، فرض کنيم که .  قابل تجزيه استb وaهر عدد بزرگتر از آن بر حسب 

gشود  ملاحظه مي.  تجزيه ناپذير باشد  
( 1) 1g ab a b a b b= − − = − −  

1xتيجه در ن b= 1y و − = ,}{حال اگر .  يک جواب است− oU
ooo

Nyx =∈  
  وجود داشته باشد به قسمي که 

0 0g ax by= +  
   موجود است به طوري که t∋  ، ١ .٢آنگاه بنابر لم 

  

0

0

x x bt
y y at

= +

= −

  
  

0ولي چون  0y 1t، در نتيجه بايستي ≤ ≤   از طرف ديگر داريم . −
0 1 1 1x b bt b b= − + ≤ − − = −  

0يعني  1x ≤   . تجزيه ناپذير است0N در g، که اين با فرض تناقض دارد و لذا −
)دهيم که هر اينک نشان مي , )n g g a b≥ اي به صورت مورد نظر بر  ، داراي تجزيه=

)چون . باشد  ميb وaحسب  , ) 1a b   ند به طوري که  موجود,yx∋   ، اعداد صحيح=
n ax by= +  

0x، اعداد طبيعيt∋  دهيم که به ازاي عدد مناسب  نشان مياکنون x bt=  و +
0y y at= 0 موجودند به طوري که − 0n ax by= +.  

Z Z 

N l 

Z Z 

Z Z 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

  
  
   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٥٨

  
at را بزرگترين عددي اختيار مي کنيم که tبراي اين منظور  y≤)  يعني[ / ]t y a= 

y/صحيح وجز aبنابراين ). باشد  ميy a at− at، زيرا در غير اين صورت اگر ≥ y a< − 
)آنگاه  1)a t at a y+ = + از اين رو با استفاده از شرط .  در تناقض استtکه با انتخاب >

at y≤  0، داريم 0y y at= − 0از طرف ديگر . ≤ 0 ( , )n ax by g a b= +   در نتيجه  <
  

0 0( ) ( ) ( )
[ ( )] ( ) ( )

ax ab a b by ab a b b y at
b at y a a b b a b a

> − + − = − + − −

= − − − + ≥ − + = −

  
  

0axبراين بنا a> 0 و لذا − 1x ≥ 0از اين رو . − 0x  که  اين شرط اثبات قضيه را ≤
  .کند کامل مي

در  زير تعداد اعداد کمتر از عدد فرابنيوس را مي يابيم که نسبت به مجموعه هاي دو 
  . عضوي تجزيه پذيرند

  

در اين صورت تعداد اعداد .  را در نظر بگيريدb وaدو عدد متباين طبيعي . ٣ .٢قضيه 
0 ( , )n g a b g≤ ≤ }که نسبت به= },a b 1 تجزيه پذيرند، برابر است با

2
g +  

  

1 فرض کنيد. اثبات 2n n g+ 1، که = 2 0n n N+  هر دو 2n و 1n، توجه داريم که ∋
)با هم نمي توانند تجزيه شوند، زيرا در غير اين صورت عدد فرابنيوس  , )g a b g= و نيز تجزيه 

 1nاز اين رو بدون اينکه به کليت خللي وارد آيد، فرض کنيم . د که ناممکن استپذير خواهد بو
′′∋   اگر به ازاي. ناپذير باشد تجزيه yx ,،1 ' 'n x a y b=  داراي 1n، عدد١ .٢آنگاه بنابر لم  +
   :ه صورت زير است ديگري بی تجزيه

1     ,      0 1n xa yb x b= + ≤ ≤ −  
1y تجزيه ناپذير است، بايستي 0N در 1nولي چون  ≤   ، ٢ .٢ ی بنابر قضيه. −

( , ) .g g a b ab a b= = − −  
  از اين رو 

2 1 ( 1 ) ( 1) ,n g n ab a xa yb b x a y b= − = − − − = − − + − −  
  . تجزيه پذير است0N در 2n مثبت و لذا b و aدر آن ضرايب که 

)شود که عدد فرابنيوس  ملاحظه مي , )g g a b= فرد است، زيرا   

Z Z 
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  ٥٩... /روشي نو براي محاسبه عدد فرابنيوس

  
( 1)( 1) 1g ab a b a b= − − = − − −  

)و  , ) 1a b =.   
1شود که با فرض  به آساني ملاحظه مي 2g n n= 1، اگر+

10
2

gn −
≤   آنگاه ، ≥

2
1 1.

2 2
g gg n g − +

≥ ≥ − =  
} تمام جفتهاي متفاوتاکنون }1 2,n n1کنيم که  را جستجو مي 2g n n=  و+

o
∈in .

1توانند در شرط  نمي2n و 1nاز طرفي چون هر دو عدد 
2i

gn +
صدق کنند، در نتيجه بدون  ≤

1کنيم  اينکه به کليت خللي وارد آيد، فرض مي
1

2
gn −

 طور که در فوق ديديم و همان ≥

2
1.

2
gn +

1 اي که 1nدر اين صورت به ازاي هر  ≤
10

2
gn −

≤ تغيير کند، دقيقا يک ≥
}ي مجموعه }1 2,n n 1 با شرط 2g n n= +) 0in N∈ (2شود، که در آن عدد  صل ميحاn 

1بنابراين دقيقا . تجزيه پذير است
2

g عدد تجزيه پذير با شرط فوق به دست مي آيد، يعني  +
  تعداد اعداد تجزيه پذير کمتر از عدد فرابنيوس برابر است با 

.( , ) 1
2

g a b +  
  

  هاي سه عضوي رابنيوس در حالت مجموعهتعيين عدد ف
ما در اين بخش با . هاي دلخواه بسيار دشوار است تعيين عدد فرابنيوس براي مجموعه

در اين بخش . کنيم هاي سه عضوي را تعيين مي ملحوظ کردن يک شرط، عدد فرابنيوس مجموعه
a ،b و cگيريم که   را سه عدد دلخواه طبيعي در نظر مي( , , ) 1a b c =.  

  .کند  اصلي را کوتاهتر ميی نتايج زير اثبات قضيه
  

  

)ي باشند که  سه عدد طبيعc وa،bفرض کنيد . ١ .٣ لم , , ) 1a b c a و = c db+ = .
)در اين صورت  , ) 1a b ) و = , ) 1b c = .  

  

)فرض کنيد. ٢ .٣ لم , , ) 1a b c a و= c db+ zyx∋طوري که به ازاي هر ، به= ,, ،  
g xa yb zc= + +  

N l 

Z Z  

Z Z 
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٦٠

  
′′′∋   در اين صورت zyx   وجود دارند به طوري که  ,,

' ' ' .g x a y b z c= + +  
  

هاي زير  با ضابطه *    *  هاي تايي  سه تبديل بر روي سهt∋ به ازاي پارامتر. اثبات
   .کنيم تعريف مي

1

2

3

( , , ) ( ) ( , , )
( , , ) ( ) ( , , )
( , , ) ( ) ( , , )

x y z T t x bt y at z
x y z T t x y ct z bt
x y z T t x t y dt z t

= − +

= + −

= − + −

  

gشود که هر سه تبديل فوق ضرايب  ملاحظه مي xa yb zc= + کنند   را به ضرايبي تبديل مي+
aمثلا با توجه به شرط . ماند که اين تساوي همواره برقرار مي c bd+    ، داريم =

( ) ( ) ( ) ,x t a y dt b z t c xa yb cz g− + + + − = + + =  
  . ميتوان ضرايب را به طور دلخواه اختيار نمودtکه با تغيير 

  :شود از لم فوق نتيجه جالب زير حاصل مي
  

}اي بر پايه  داراي تجزيهgعدد . ٣. ٣نتيجه  }, ,a b cبر روي 
o

 gاست اگر و فقط اگر 
}داراي تجزيه هايي بر حسب  },a b و { },b cباشد .  

  

gفرض کنيم . اثبات xa yb zc= +  که+
o

∈zyx x اگراکنون. ,, z≤ تبديل 
3( )T xبريم  ر مي را به کا  

3( , , ) ( ) (0, , )x y z T x y dx z x= + −  
  ، ٢ .٣و بنابر لم 

( ) ( )g y dx b z x c= + + −  
zدر حالتي که  x≤ 3، تبديل ( )T zدهيم،   را مورد استفاده قرار مي  

( ) ( ) ,g x z a y dz b= − + +  
که در هر دو حالت ضرايب به

o
 درgدر نتيجه . تعلق دارند

o
هايي برحسب  داراي تجزيه

{ },a b و { },b cاست و از اين رو حکم برقرار خواهد شد .  
هاي سه عضوي موجود است،  تکنيکهاي لازم براي تعيين عدد فرابنيوس مجموعه اکنون

  .پردازيم ه آن مييکه در زير به ارا

Z Z Z Z  Z Z  Z Z  

N l 

Nl

NlN l 
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  ٦١... /روشي نو براي محاسبه عدد فرابنيوس

  
  

}فرض کنيد . ٤ .٣قضيه }, ,a b c مجموعه اي از اعداد طبيعي باشد، که ( , , ) 1a b c  و =
a c db+    :در اين صورت عدد فرابنيوس به صورت زير است . =

{ }1 2( , , ) max , ,g g a b c g g= =  
1که در آن  2     ,     a cg c b g a b

d d
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

  

} ی  مجموعهی  به وسيلهgدهيم که   نخست نشان مي.اثبات }, ,a b c با ضرايب در 
o

 بر حسب هيچ يک از g، کافي است نشان دهيم که ٣. ٣ی بنابر نتيجه. پذير نيست تجزيه
}هاي  مجموعه },a bو { },b cباشد پذير نمي   تجزيه.  

1ميتوان فرض کرد که  2g g≥ 1 و لذا( , , )g g a b c g= از طرفي داريم . =

1g yb zc= 1y در آن  ، که+ = az. و−
d

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎣ ⎦

  ولي  

.a a a c b
d d d

+⎡ ⎤
≤ < =⎢ ⎥⎣ ⎦

  
}ی  نسبت به پايه1g فرض کنيم اكنون },b c2، تبديل ٢ .٣بنابر لم . پذير باشد  تجزيه ( )T t 
  د به قسمي که وجود دار

2(0, 1, ) ( ) (0, ', ')a T t y z
d

⎡ ⎤
− =⎢ ⎥⎣ ⎦

  
1که  ' 'g y b z c=  و+

o
∈′′ zy 1yولي چون . , = 1t در نتيجه −    ، که از آنجا ≤

' ( 1) 1az bt b b
d

⎡ ⎤
= − ≤ − − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

  
اي در  داراي تجزيهc و bتواند برحسب   نمي1gبنابراين . شود حاصل مي

o
  . باشد

  ، داريم ٢ .٣با استفاده مکرر از لم اکنون 

3 1 1(0, 1, ) ( ) ( 1) ( , 1 ,0) ( 1)

( , 1,0).

a a a aT T d T
d d d d

a ab d a
d d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− − = − − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

1در نتيجه  1 1g x a y b=   ، که در آن +

1 1     ,      1,a ax b y d a
d d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

N l 

Nl

N l 

N l 
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٦٢

  
1شود  که ملاحظه مي 1y ≤ } برحسب1gاز اين رو فرض کنيم که  . − },a b در 

o
 تجزيه 

)1، تبديل ٢,٣سپس بنابه لم . ناپذير باشد )T tزير وجود دارد به صورت :  
1 1 1 1 1( , ,0) ( ) ( ' , ' , 0),x y T t x y=  

که در آن 
o

∈′′ 11 yx 1 و , 1 1' 'g x a y b= 1ولي چون . + 1y ≤ 1t، در نتيجه − از طرفي . ≤

0cچون 
d

⎡ ⎤
=⎢ ⎥⎣ ⎦

1و  2g g≥ر نتيجه  ، دa d< و c d< . از اين رو  

2a c d bd a c+ < ≤ = +  
تواند در   نمي1gکه يک تناقض است و لذا 

o
  . داشته باشدb وaاي برحسب   تجزيه

0، هر 0Nدهيم در  حال نشان مي 1n g g> }اي برحسب   داراي تجزيه= }, ,a b cچون .  است
( , ) 1b c ′′∋     ، در نتيجه= zy 0 وجود دارند به قسمي که , ' 'n y b z c= ، ميتوان ٢ .٣بنابر لم . +

0تبديلي انتخاب کرد که       ,      0 1n yb zc z b= + ≤ ≤ az,اگر −
d

⎡ ⎤
≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  آنگاه 

0 .ayb n zc g zc g c b
d

⎡ ⎤
= − > − ≥ − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

  

1yدر  نتيجه  > 0y و لذا − aدر حالت ديگر، اگر . ≤ z b
d

⎡ ⎤
< <⎢ ⎥⎣ ⎦

  آنگاه 

1 2 1 2      ,      2.a c a cb
d d d d

ε ε ε ε
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + = + + + + <⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

a.1بنابراين  cb
d d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
≤ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

1a+ عددي است صحيح، در نتيجه bولي چون  cb z b
d d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− < − ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  پس 

0 cb z
d

⎡ ⎤
≤ − ≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  
  ، ٢,٣با به کار بردن لم 

3 1 1(0, , ) ( ) ( 1) ( , ,0) ( 1)
( , ,0)

y z T z T z y dz T
b z y dz a

− = − + −

= − + −

  
0از اين رو ' '  n x a y b=   ،  که در آن +

'     ,        'y y dz a x b z= + − = −  

N l

Nl

Nl
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  ٦٣... /روشي نو براي محاسبه عدد فرابنيوس

  
0از طرف ديگر  ' cx b z

d
⎡ ⎤

≤ = − ≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦
  و 

0 2' ' .cy b n x a g a b
d

⎡ ⎤
= − > − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

  
' در نتيجه 0y 0ی ، يعني ضرايب تجزيه≤ ' 'n x a y b=  در+

o
قرار دارند و لذا حکم برقرار 

  .است
  

} ی  عدد فرابنيوس مجموعه.مثال }17,   . را تعيين کننيد2,7
17ملاحظه مي شود که  7 2 12+ = 12d، يعني ×  فوق ماکسيمم ی حال بنابر قضيه. =

2دو عدد  g و 1 gآوريم   را که همان عدد فرابنيوس است به دست مي.  

1
17(17, 2,7) 7 2 7 2 5.
12

ag g c b
d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = − = × − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  
  
  تعيين عدد فرابنيوس در حالتهاي خاص

هاي چند عضوي  شود که عدد فرابنيوس را براي مجموعه در اين بخش پاياني سعي مي
  . محاسبه و تعيين کنيم

  .  اصلي اين بخش مفيد استی لم زير براي اثبات قضيه
nxxx∋   اعداد طبيعي، ١ .٤لم  ....,, 1o

0که  طوري  وجود دارند به 1, nX x x x= + +K
 

1و  22 , nY x x nx= + +K اگر و فقط اگر nX Y≥که ،
o

∈YX , .  
  

nxxx∋فرض کنيد به ازاي . اثبات ,.....,, 1o
 ،  

1 22 nY x x nx= + + +K         0        و 1 nX x x x= + + +K  
0در اين صورت  1 1( 1) 0nnX Y nx n x x

−

− = + − + + ≥K .  
بعکس، فرض کنيد به ازاي 

o
NYX nX، نامساوي ,∋ Y≥عدد .  برقرار باشد'n را 

  کنيم که  انتخاب ميکوچکترين عددي 
'      ,     'n X Y n n≥ ≤  

)در اين صورت     ' 1)n X Y− 'دهيم مي حال قرار . > ( ' 1)nx Y n X= − ' و   − 1 'nx n X Y
−

= −. 
0سپس به ازاي هر  i n≤ ≤ ،0ix ) و n' به جز = ' 1)i n=   بنابراين . −

Nl

Nl

N l 

Nl

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

  
  
   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٦٤

  
0 1 ' 1 ' ( ' ) ( ( ' 1) )n n nx x x x x n X Y Y n X X

−

+ + + = + = − + − − =K  
  و همچنين 

1 2 ' 1 '2 ( ' 1) '
( ' 1)( ' ) '( ( ' 1) )

' ( ' 1) .

n n nx x nx n x n x
n n X Y n Y n X

n Y n Y Y

−

+ + + = − +

= − − + − −

= − − =

K

  
  

  :شود با استفاده از لم فوق، نتيجه زير حاصل مي
  

دد نکه عآ، در اين صورت شرط لازم و کافي براي ,ka∋  فرض کنيد. ٢ .٤قضيه 
}ی  نسبت به مجموعهg∋ طبيعي  }, , 2 , ,a a k a k a nk+ + +Kبا ضرايب

o
پذير  تجزيه   

g     ,     باشد آن است که  aX kY nX Y= + که <
o

∈YX , .  
  

iaدهيم  قرار مي. اثبات a ik= 0، که + i n≤  و فرض کنيم در ≥
o

 به g عدد 
} ی  مجموعهی وسيله }0 1, , , na a aKدر اين صورت .  تجزيه پذير باشد

oo
∈nxxx ,.....,, 1 

   دارند به طوري که وجود
0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 2

( ) ( )
( ) ( 2 )

n n n

n n

g a x a x a x a x a k x a nk x
a x x x k x x nx
aX kY

= + + + = + + + + +

= + + + + + + +

= +

K K

K K  

X,0که در آن  Y N∈ . نامساوي ١ .٤بنابر لم ، nX Y>برقرار است .  
X,0بعکس، فرض کنيد به ازاي  Y N∈ و با شرط  nX Y> داشته باشيم g aX kY= در . +

  اين صورت 
0 1 1 2

0 0 1

0 0 1 1

( ) ( 2 )
( ) ( )

n n

n

n n

g aX kY a x x x k x x nx
a x a k x a nk x
a x a x a x

= + = + + + + + + +

= + + + + +

= + + +

K K

K

K

  
  

} ی  مجموعهی  به وسيلهgيعني  }0 1, , , na a aK 0 درNقابل تجزيه است .  
}ی حال قادريم عدد فرابنيوس را براي مجموعه }, , 2 , ,a a k a k a nk+ + +K که ،( , ) 1a k = 

  .ه دهيمين اراآمحاسبه و فرمول جامعي براي 
) را با شرط n و a ،kاعداد طبيعي . ٣ .٤قضيه , ) 1a k در اين .  در نظر بگيريد=

} ی صورت عدد فرابنيوس مجموعه }, , 2 , ,a a k a k a nk+ + +Kبه قرار زير است :  

Nl
N l N l 

Nl

N l 
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  ٦٥... /روشي نو براي محاسبه عدد فرابنيوس

  
1 ( 1) , | ( 1)

( , , , )
1 ( 1) ,

a n a k a n a
ng g a a k a nk

a a k a otherwise
n

− −⎧
+ − −⎪⎪

= + + = ⎨
−⎡ ⎤⎪ + −⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

K  

  

| دو حالت را در نظر مي گيريم، ابتدا فرض کنيد . اثبات ( 1)n a در اين صورت با . −

1azفرض 
n
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥⎣ ⎦
1nzنتيجه مي شود   a<    و همچنين −

١                                                                                                  ( 1) 1n z a+ > −  
g اگر اكنون aX kY= دهيم که به ازاي هر   برقرار باشد، آنگاه نشان مي+

0,X Y N∈ نامساوي ،nX Y<عدد ٢ .٤ ی يه همواره برقرار است، و بنابر قض ،g تجزيه ناپذير 
، اعداد ٢ .١کنيم و بنابر لم   را کوچکترين عدد طبيعي ممکن انتخاب ميYاز اين رو . باشد مي

′′∋    صحيح YX    با شرايط ,
'      ,      'X X kt Y Y at= − = +  

' که وجود دارند به قسمي 'g aX kY=   از طرف ديگر . +
' '.nX nX kt nX Y at Y Y= − ≤ < ≤ + =  

Xدر واقع مطلب فوق را بايستي به ازاي  z= 1 وY a= ، z تحقيق کنيم، که بنابر تعريف −
  داريم 

1 .nX nz a Y= < − =  
0nحال بايستي نشان دهيم که هر  g> 0  درNتجزيه ناپذير است .  

)چون  , ) 1a k YX∋   ، اعداد =    موجودند به قسمي که ,
0n aX kY= +  

0کرد که ، ميتوان فرض ١ .٢با استفاده از لم  1Y a≤ ≤ − .  
0                   بنابراين  ,aX n kY g kY az= − > − ≥  

Xکه از آنجا  z> 1، لذاX z≥   داريم ) ١(حال با استفاده از . +
( 1) 1 ,nX n z a Y≥ + > − ≥  

  .باشد پذير مي  تجزيه0n، عدد ٢ .٤ ی که بنابر قضيه

Z Z  

Z Z 
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٦٦

  
|کنيم  در حالت ديگر، فرض مي ( 1)n a 1az، که از آنجا −

n
−

=  
)                            و در نتيجه  1) ( 1)g z a a k= − + −  

همانند قسمت قبل ميتوان نشان داد به ازاي هر 
o

∈YX g با فرض , aX kY=   نامساوي +
nX Y< همواره برقرار است، که در حالت خاص   

1     ,     1X z Y a= − = −  
  :شود نتيجه مي

1( 1) 1 1 .anX n a n a Y
n
−

= − = − − < − =  
  .ه ناپذير است تجزيg، عدد ٢ .٤ ی از اين رو بنابه قضيه

0nدهيم که هر   نشان مياکنون g>ميتوان فرض کرد ١. ١بنابر لم .  تجزيه پذير است ،
0که  1Y a≤ ≤   از طرفي داريم .  −

0 ( 1) ( 1)aX n kY g k a a z= − > − − = −  
) و لذا 1)X z> X، که از آنجا − z≥ . در نتيجهnX nz≥ 1 و بنابراينa Y− حال بنابر . ≤
  . تجزيه پذير و حکم برقرار است0n، عدد ٢ .٤ ی قضيه

  

} ی عدد فرابنيوس مجموعه. مثال },a a k+ 1، که| ( 1)n a=   : به صورت زير است−
2( , ) ( 2) ( 1) 2

( ) ( )
g a a k a a k a a a ka k

a a k a a k
+ = − + − = − + −

= + − − +

  
، به دست ٢ .٢ ی اين دقيقا همان فرمول حاصل براي مجموعه هاي دو عضوي است که در قضيه

  .آمده بود
1nاگر  a> )، آنگاه − 1)g k a= 1k و به ازاي− 1gابر است با  عدد فرابنيوس بر= a= − .  

  
  
  
  
  

  منابع 
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  ٦٧... /روشي نو براي محاسبه عدد فرابنيوس
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