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 الگوریتم فشار مبنا برای حل جریان سیال در رژیم مافوق صوت توسعه یک  
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 چکیده 
در اين تحقیق يک الگوريتم فشار مبنا براي حل جريان در رژيم مافوق 

فرم جديدي از معادلات صوت توسعه داده شده است. در اين الگوريتم 

ستوکس ارايه شده وم تسپس معادلات بقا شامل پیوستگی، ممن ناوير ا

شبیه و انرژي  ست. در اين  شده ا سته  س سط روش حجم محدود گ تو

شار جابجا سبه  شهاي مختلف محا ست، از يسازي رو ی اعمال گرديده ا

دي می باشد. در الگوريتم و، روش ري و چو، روسانو ، رو و تیآنهاجمله 

فوق بجاي استتتداده از متریرها در معادلات بقا، مقادير اصتتنه آنها در 

می شتتود. بعبارت ديگر معادلات بقا بر استتاس  معادلات در نظر گرفته

اختنف کیمتها در دو گام مختلف نوشتتته می شتتود. با تلدیق معادلات 

ستگی معادلهممنتوم ب سرعت و پیو صنه  عنوان معادله اي تحت راي ا

ست می شار بد صحیح ف ستاندارت سیمپل ا سخه دآيد. اگرچه روش   و ن

ند جر 2هاي مختلف آن تا عدد ماخ  يان را حل نمايد ولی در می توا

ست. 5خ الگوريتم جديد جريان تا عدد ما شده ا سعه  حل گرديده  با تو

ضوي معادلات به ماهیت هذلولوي  ه ترییر دادالگوريم مذکور ماهیت بی

يید انتايج اين تحقیق، روند الگوريتم توستتتعه يافته را ت شتتتده استتتت.

  نمايد.  می

 

 واژه های کلیدی
لزج، حجم محدود، جريان قابل  رشتتتارهاي  ی فشتتتار مبنا، عدد ماخ ،

 تراکم و  یر قابل تراکم

 

 مقدمه

از يک نقطه  ،جريان ستتتیال را حل ي برايروش هاي عدد بطور کلی

تراکم  قابلکه اين طبقه بندي به کنند طبقه بندي میبه دو گروه  نظر

سیال  ]2[يا  یرقابل تراکم بودن ]7 ستگی دارجريان  سري از . دب يک 

 زرال ساده زمانی اگي مورد انتظار براي جريان قابل تراکم بر انتهاروش

بعبارت  .]9[هاي هم مکان بنا شتتده استتتادلات جريان در شتتبکهمع

ستگی براي  ست آيد و از معادله پیو شار از معادله حالت بد ديگر اگر ف

 روشدر  حل را چگالی مبنا گويند. الی استداده شود روشمحاسبه چگ

ندي  یر هم مکان براي حل جريان  یر قابل تراکم از شتتتبکه ب ديگر

ی اي بین فشار و چگالکنند. در جريان  یرقابل تراکم رابطهاستداده می

وجود نتتدارد، در واقت ترییرات فشتتتتار تتتاریري بر روي چگتتالی 

له ].4[گذاردنمی اي براي حل میدان فشتتتار نخواهیم از اين رو معاد

شت. در روش شار دا شار معادلههايی که براي ف صحیح ف اي در نظر يا ت

گويند، که براي حل جريان   [5]گرفته می شتتتود روش فشتتتار مبنا

يد. ئه گرد بل تراکم ارا قا عادلات   یر یب م که از ترک له  عاد به اين م

 گويند.می ]6[آيد معادله پواسونپیوستگی و ممنتم به دست می

 کند. هر دو روش چگالیعدد ماخ جريان روش حل را مشخص می

مبنا و فشار مبنا، در مسايلی که با هر دو جريان قابل تراکم و  یر قابل 

هاي بستتیاري دارند. به طور ملال در يک رو هستتتیم فتتعفتراکم روبه

رو هستیم، جريان جريان لزج مافوق صوت که با پديده لايه مرزي روبه

در لايه مرزي به صتتتورت  یرقابل تراکم نیز وجود دارد که براي پیش 

ی رفتار ستتیال بايستتتی بتوان از هر دو ويرگی روش چگالی مبنا و بین

ستداده کرد، تا بتوان نتايج دقیق شار مبنا ا ست آورد.ف ر د تري را به د

تا اين دو روش به ستتمت هم ستتوق داده  هاي اخیر ستتعی شتتدهستتال

 .]1[شوند

ندي را براي ترکیب ويرگی يد نحوه فرمول ب با هاي اين دو روش 

شار مبنا به دلیل در روش بندي فرمولعوض کرد  هاي چگالی مبنا و ف

 آرايش بندي مختلف شبکه و نیاز براي معاله پواسون بسیار زياد است.

سیدن به يک الگوريتم ترکیبی وجود دارد روش هاي ديگري نیز براي ر

 که در ادامه به آنها خواهیم پرداخت.

يدار نبوده و از نظر البته تمامی اين ترکیب   پا يد مورد ها  با يداري  پا

شد که  صورتی با شار عددي نیز بايد به  سبه  سی قرار گیرند. محا برر

شد،  سب با شارهاي عددي به طور براي اعداد مختلف ماخ منا چرا که 

متریرها بر روي نحوي محاستتبه در  ذاتی بدلیل وابستتتگی به عدد ماخ

  سطح سلول، مناسب براي اعداد ماخ مختلف نیستند.

 ]3[و پیش شرط گذاري ]8[مصنوعی يتراکم پذيرجاد اي هايروش   

انجام شتتده  هاي با ماخ کمهاي چگالی مبنا به رژيمبراي توستتعه روش

است. اما در بخش فشار مبنا يک درخواست طولانی مدت براي توسعه 

به رژيم کارهايی در زمینه اين روش  مافوق صتتتوت وجود دارد.  هاي 

مصتتتورت گرف به مواردي  که میتوان  کته  ند مو لد و درويشان   ]71[ا

ست که يک که هر دو روش ج  ]77[فرنیکس و همکاران سازي بالاد دا

بط مرتالی مبناستتتت را با يک حل کننده فشتتتار مبنا روش ذاتا چگ

 اند.کرده

هاي چگالی مبنا روش اشاره شده همواره سعی بر ترکیبهاي در روش 

 افر فرمول بنديو فشار مبنا با يک اسکیم بوده است اما در تحقیق ح

دا معادلات ترییر کرده و يک روش فشتتتار مبناي جديدي توستتتعه پی

تواند ترکیب هاي مختلف محاسبه شار عددي میکرده است، که با فرم

 پردازيم.توفیح آن می شود. در ادامه به

هاي صتتتريح و روش هاي عددي براي يک جريان ستتتیال بخش

ود شتر ديده میلی وافحگیرد اين تقسیم بندي خیفمنی را در بر می

شود ستداده  صريح ا ستداده کردن از ]. 72[اگر از فرم دلتا در بخش  ا
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هاي روش فشار مبنا و چگالی براي ترکیب کردن ويرگی ،فرم دلتا راه را

نا هموار می ند.مب يت می ک ها کارا را در که در ن يک الگوريتکم  ند  توا

 اختیار قرار دهد.

حجم محدود گستتتستتتته ستتتازي  از روشمعادلات  ،در اين روش

شته خواهندشد.شده سپس معادلات در فرم دلتا نو لانس جرمی با اند. 

ا از ارر شاره شوند.نمی اصنهو شارها نیز  ،شودصدر در نظر گرفته نمی

الگوريتم ايجاد  شود.هاي آنها در حل عددي اعمال میطريق باقی مانده

ست سیمپل ا شبیه به روش  سکیم از طرف ديگر نی. شده  ز اگرچه از ا

که در  مقادير بر روي ستتطوه ستتلول استتتداده يابیندروبراي  ماستتل

شتتود اما در بقايی استتتداده می رهايییمترنويستتی آن از بردار فرمول

روش حافتتر خود متریرهاي اولیه شتتامل دما، فشتتار و ستترعت از اين 

 د.نشوروش بر روي سطوه سلول محاسبه می

با ترییر فرمول بندي معادلات  هدف اين مطالعه اين استتتت که

با  یب آن  گام( و ترک هاي در دو  تا )اختنف متریر به فرم دل يان  جر

هاي مختلف محاستتبه شتتار عددي بتواند الگوريتم فشتتار مبنا را روش

 براي حل جريان مافوق صوت با ماخ بالا توسعه داد.

 

 معادلات
 :ز نوشتدلات حاکم بر جريان سیال را به صورت زير نیتوان معامی

(7) 
∂ρ

∂t
+

∂ρ𝑢𝑖

∂𝑥𝑖
= 0 

(2) 
∂ρ𝑢𝑖

∂t
+

∂ρ𝑢𝑖𝑢𝑗

∂x𝑗
+

∂p

∂x𝑖
=

𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
 

(9) 
∂ρ(𝑒 +

𝑣2

2 )

∂t
+

𝜕𝜌𝑢𝑖𝐻

𝜕𝑥𝑗
=

∂𝑢𝑖𝜏𝑖𝑗

∂x𝑗
−

𝜕𝑞𝑗

𝜕𝑥𝑗
 

 

تراکم پذير و تراکم ناپذير  هر دو ستتتیال ( براي9( تا )7دلات )معا

معادلات بالا را روش حجم محدود  به قابل استتتداده استتت. اگر با توجه

در يک فرم کلی آنها را بیان کنیم به فرمول زير جداستتتازي کنیم، و 

 :خواهیم رسید

(4) 𝒱𝑖

d𝒰𝑖

dt
+ ∑ 𝑆𝑗(𝐹∗ − 𝐹𝑣

𝑗

). 𝑛𝑗 = 𝒱𝑖𝑄𝑖 

هاي عددي حجم محدود همواره به دنبال روشتتتی براي روش در

ستیم. اين موفوع در فرم معادله مح سلول ه سطح  شار بر روي  سبه  ا

هاي مافوق ي رژيمشتتود. زمانی که ما در محدوده( نیز مشتتاهده می4)

سبه چگالی  شتن معادله براي محا ستیم به علت در اختیار دا صوت ه

هاي ري برخوردار استتت. اما در رژيمار کمتبستتی هايچیدگییپروش از 

ست.  سیار دشوارتري ا شار کار ب سبه ف جريانی که در مادون صوت محا

اين مقاله شتتبیه ستتازي شتتده  یرلزج بوده وبه همین دلیل از توفتتیح 

 کنیم.شارهاي لزج عبور می

هاي متعددي استتتداده براي محاستتبه شتتارهاي  یرلزج از روش

چو استتتداده اصتتنه شتتده ري از روش شتتود که ما براي ملال اينجامی

. اين فرم از معادله براي مده استکنیم که فرمول بندي آن در زير آمی

 هاي قابل تراکم نیز قابل استداده است.جريان

(5) 
𝐹𝑖+1/2

∗ = 0.5 ∗ [𝐹̂ (𝒰
𝑖+

1
2

𝑅 ) + 𝐹̂ (𝒰
𝑖+

1
2

𝐿 )]

− 0.5|𝑢̂𝑖+1/2|[𝒰𝑖+1/2
𝑅

− 𝒰𝑖+1/2
𝐿 ] 

با ترکیب اين اسکیم براي محاسبه شار و روش فشار مبناي توسعه 

اي هتوان رژيميافته که در ادامه به توفتتتیح آن خواهیم پرداخت. می

ابتدا بايد شار را در دو طرف سطح  مختلف جريان را مدل سازي نمود.

سلول با  سطح  شار در  سبه  سبه کنیم. چرا که  براي محا سلول محا

یاز به5)لتوجه به فرمو شتتتار در طرفین ستتتلول داريم. براي اين  ( ن

ستداده می سل ا سکیم درون يابی ما فوع از ا سکیم با مو کنیم. اين ا

البته در حالتی  تواند از درجات مختلدی باشتتتد.می 𝒦 توجه به مقادير

 که اسکیم از مرتبه دو است بايد از يک محدودکننده استداده کرد.

 

(6) 
𝒰𝑖+1/2

𝐿 = 𝒰𝑖 + 0.25[(1 − 𝒦)(𝒰𝑖

− 𝒰𝑖−1) + (1
+ 𝒦)(𝒰𝑖+1 − 𝒰𝑖)] 

 

(1) 
𝒰𝑖+1/2

𝑅 = 𝒰𝑖+1 − 0.25[(1 − 𝒦)(𝒰i+2

− 𝒰𝑖+1) + (1
+ 𝒦)(𝒰𝑖+1 − 𝒰𝑖)] 

اما در روش حافتتتر به جاي محاستتتبه بردار متریرهاي بقايی در 

ا، طرف چپ و راستتت ستتطح ستتلول خود متریرهاي اولیه شتتامل دم

 . محاسبه خواهند شداز اين اسکیم  سرعت و فشار

در ادامه به توفتتتیح روش فشتتتار مبناي توستتتعه يافته خواهیم 

ستداده از روش دلتا  سط مک کورمک پرداخت. ايده ا براي اولین بار تو

يا در الگوريتم  ويستتتکوز براي حل جريان هاي پا هاي چگالی مبنا نا

 .]72[مطره شد

صورت زير به طور خنصه بیان کرد روش  توان بهروش دلتا را می

در بردارنده باقی مانده از  تا داراي دو بخش استتت بخش فیزيکی آندل

ست ست و بخش عددي با ا شده ا سازي  سري دمعادلات جدا اده از يک

مده از هاي به وجود آبه دنبال صتتتدر کردن باقی ماندهاعمال ريافتتتی 

 دلات است.اجداسازي مع

(8) numerics{△ 𝒰} = physics 

مانده در شتتود باقیداشتتت، که منحظه می با اين حستتاخ خواهیم

 بردارنده تدافل شارها در دو طرف سطح سلول است.

(3) R = − ∑ 𝑆𝑗(𝐹∗ − 𝐹𝒱

𝑗

)𝑗
𝑛. 𝑛𝑗 + 𝒱𝑖𝑄𝑖

𝑛 

 :تدا معادله پیوستگی را در اين فرم خواهیم نوشتاب

(71) 𝒱𝑖

𝛿𝜌𝑖

△ 𝑡
= 𝑅𝑖

𝑐 

 :براي معادله ممنتم نیز خواهیم داشت

 

(77) 

(
𝒱𝑖𝜌𝑖

𝑛

△ 𝑡
− ∑ 𝑚̇𝑗

𝑛

𝑖𝑛

+ ∑
𝑆𝑗𝜇

△ 𝑆𝑗
𝑗

)δ𝑉𝑖 + ∑ 𝑚̇𝑗
𝑛

𝑖𝑛

δ𝑉𝑗

− ∑
𝑆𝑖𝜇𝑗

△ 𝑠𝑗
𝑗

δ𝑉𝑗 = 𝑅𝑖
𝑀 − 𝑉𝑖

𝑛𝑅𝑖
𝑐 
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شتتتود فرم دلتا در تمامی اين موارد می که همانطور که مشتتتاهده

 .رعايت شده است. براي معادله انرژي نیز به صورت زير خواهیم داشت

 

 

(72) 

(
𝒱𝑖𝜌𝑖

𝑛

△ 𝑡
− ∑ 𝑚̇𝑗

𝑛

𝑖𝑛

+ ∑
𝑆𝑗𝜆

𝑐𝑝 △ 𝑠𝑗
)

𝑗

δℎ𝑖

+ ∑ 𝑚̇𝑗
𝑛

𝑖𝑛

δℎ𝑗

− ∑
𝑆𝑗𝜆𝑗

𝑐𝑝 △ 𝑠𝑗
𝑗

= 𝑅𝑖
ℎ 

 که از ترکیب کردن دله تصحیح فشارابراي حل میدان فشار نیز مع

 .را حل خواهیم کرد آيد،م و پیوستگی به دست میممنت دلاتمعا

 

(79) 

(
𝒱𝑖

△ 𝑡
+ ∑

𝑚̇𝑗

𝜌𝑗
𝑜𝑢𝑡

)
𝑃𝑖

′

𝑐𝑖
2 + ∑

𝑆𝑗
2𝜌𝑗

𝑎̅𝑝,𝑗
𝑢

𝑗

(𝑃𝑖
′ − 𝑃𝑗

′)

+ ∑
𝑚̇𝑗

𝜌𝑗
𝑖𝑛

𝑃𝑗
′

𝑐𝑖
2 = 𝑅𝑖

𝑐 

 در اين روش گام زمانی نیز به صتتورت محلی تعريف شتتده استتت.

عبارتی که در مخرج عبارت دوم در سمت چپ معادله است به صورت 

 شود.زير تعريف می

 (74) 𝑎̅𝑝,𝑗
𝑢 = (

𝒱𝑖𝜌𝑖
𝑛

△ 𝑡
− ∑ 𝑚̇𝑗

𝑛

𝑖𝑛

+ ∑
𝑆𝑗𝜇

△ 𝑠𝑗
𝑗

) 

براي ترییرات يک متریر نیز تعريف زير را داريم که در فرمول 

 بندي ها مورد استداده قرار گرفته است.

(75) δ𝑉𝑖 = 𝑉𝑖
𝑛+1 − 𝑉𝑖

𝑛 
سکیم سعه يافته و ا شار مبناي تو سبهبا ترکیب روش ف  هاي محا

عدد ماخ مستقل کرد. در ادامه جريان توان مساله را نسبت به شار می

شتتده که جريان از رژيم  ازيستتشتتبیهداخل يک شتتیپوره همگرا واگرا 

با شتتتوی نیز  يان  پذير وجود دارد. جر يان تراکم  تا جر پذير  نا تراکم 

 سازي شده است.شبیه

  

 نتایج 

همانطور که در قبل اشاره شد يک شیپوره که در شکل زير هندسه آن 

آمده   ]79[سازي شده که نتايج تجربی آن درشبیهشود، مشاهده می

 است. 

 
 سازي شده در کد : شیپوره شبیه7شکل 

 

ست.  سازي جريان  یر لزج و بدون انتقال حرارت ا شبیه  در اين 

هاي تجربی نتايج فشتتار استتتاتیک به فشتتار کل در طول نازل با داده

 ست.نشان داده شده ا 2اعتبار سنجی شده است. نتايج در شکل 

 
 زمايشگاهیهاي آ: اعتبار سنجی کد با داده2شکل 

 

شکل در  جريان میتواند با ترییرات متداوتی  7نازل همگرا واگراي 

جريان در ورود به نازل داراي رژيم  یرقابل  9رو شتتود. در شتتکل روبه

 شود.تراکم است در حالی در خروجی آن جريان مافوق صوت می

 
 مافوق صوت در داخل نازل همگرا واگرا : جريان مادون صوت تا9شکل 

 

يان به بررستتتی جر یدهحال  نازل میهاي پیچ خل  پردازيم. تر در دا

خواهیم شتتوی نرمال را در داخل نازل تستتخیر کنیم به دلیل اينکه می

روابط اين جريان به طور دقیق نیز وجود دارد با محاسبات مکان شوی 

پردازيم در به حل آن می را در داخل نازل محاسبه کرده و سپس با کد

 اين موفوع نشان داده شده است. 4شکل 
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 هاي مختلف: تسخیر شوی نرمال در ماخ4شکل 

 

گیريم و در ادامه جريان را به صورت کامن مافوق صوت در نظر می

شده جايی که عدد ماخ به يک می سازي  شبیه   رسد.جريان از گلوگاه 

اين موفتتوع  5. در شتتکل رستتدمی 5.8و جريان در خروجی به ماخ 

 شود.مشاهده می

 
 : جريان کامن مافوق صوت در نازل5شکل 

 

 بندیگیری و جمعنتیجه

با ترییر فرمول نويستتتی در معادلات جريان براي الگوريتم فشتتتار مبنا 

اي هتوانستیم محدوده ماخ آن را گسترش دهیم. اين الگوريتم در شبکه

و توانايی حل مسايلی که ر است. خشن نیز از دقت قابل قبولی برخوردا

  رو هستند را دارد. اي از ماخ روبهبا محدوده گسترده

 

 تشکر و قدردانی 
دانم از استتتاد گرانقدر جناخ آقاي دکتر جوارشتتکیان در اينجا لازم می

 تشکر کرده و آرزوي موفقیت روزافزون را داشته باشم.

 

 فهرست علائم 

A  2m،مساحت 

E  2N/mمدول الاستیسیته،  

 علائم یونانی 

  3kg/mچگالی، 

 زیرنویس 

f  سیال 

 بالانویس 

 شرايط مرجت *

 

 

  و منابع مراجع

 
[1] Harten, A., Lax, P. D., & Leer, B. V. (1983). On 

upstream differencing and Godunov-type schemes 

for hyperbolic conservation laws. SIAM review, 

25(1), 35-61. 

[2] Patankar, S. V., & Spalding, D. B. (1972). A 

calculation procedure for heat, mass and momentum 

transfer in three-dimensional parabolic flows. 

International journal of heat and mass transfer, 

15(10), 1787-1806. 

[3] Lax,P.D. (1957). Hyperbolic systems of conservation 

laws II. Communications on pure and applied 

mathematics, 10(4), 537-566. 

[4] Issa, R. I., & Javareshkian, M. H. (1998). Pressure-

based compressible calculation method utilizing total 

variation diminishing schemes. AIAA journal, 36(9), 

1652-1657. 

[5] Xisto, C. M., Páscoa, J. C., Oliveira, P. J., & Nicolini, 

D. A. (2012). A hybrid pressure –density‐based 

algorithm for the Euler equations at all Mach number 

regimes. International Journal for Numerical 

Methods in Fluids, 70(8), 961-976. 

[6] Galpin, P. F., Van Doormaal, J. P., & Raithby, G. D. 

(1985). Solution of the incompressible mass and 

momentum equations by application of a coupled 

equation line solver. International Journal for 

Numerical Methods in Fluids, 5(7), 615-625.  

[7] Miettinen, A., & Siikonen, T. (2015). Application of 

pressure‐and density‐based methods for different 

flow speeds. International Journal for Numerical 

Methods in Fluids, 79(5), 243-267. 

[8] Chorin, A. J. (1997). A numerical method for solving 

incompressible viscous flow problems. Journal of 

computational physics, 135(2), 118-125. 

[9] Turkel, E. (1987). Preconditioned methods for 

solving the incompressible and low speed 

compressible equations. Journal of computational 

physics, 72(2), 277-298. 

[10] Moukalled, F., & Darwish, M. (1999). A high-

resolution pressure-based algorithm for fluid flow at 

all speeds. AMERICAN UNIV BEIRUT 

(LEBANON). 



 ISME2018 مهندسی مکانیک ايران، المللیبین همايش سالانه بیست و ششمین

 7931بهشت  اردي 6 تا 4 ،ايران سمنان ، ،سمنانشگاه ن، دادانشکده مهندسی مکانیک

SME2018-26-355 

 ISME2018 ،7931شت ارديبه 6-4  

 

6 

[11] Nerinckx, K., Vierendeels, J., & Dick, E. (2006). A 

Mach-uniform pressure-correction algorithm with 

AUSM+ flux definitions. International Journal of 

Numerical Methods For Heat & Fluid Flow, 16(6), 

718-739. 

[12]  MacCormack, R. W. (1982). A numerical method 

for solving the equations of compressible viscous 

flow. AIAA journal, 20(9), 1275-1281.  

 

 

 

 

 

 
           

 


